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Vorwort. 



Der zweite Band meines Werkes über doppeltperiodisehe Func- 
tionen, welcher hiermit der OeflFentlichkeit übergeben wird, zerfällt in 
drei Theile, von denen der erste die Anfange der Transformations- 
theorie auf der Grundlage von Additionstheoremen zwischen Theta- 
fiinctionen mit verschiedenen Moduln, der zweite die Entwickelung 
der doppeltperiodischen Functionen, insbesondere zweiter und dritter 
Art, in trigonometrische Reihen, der dritte endlich die mannigfaltigen 
DiflFerentialgleichungen behandelt, denen die Functionen zweiter Art 
Genüge leisten. Diese Theorien sind wohl bisher in keinem Werk 
vereinigt worden. Ursprünglich war es meine Absicht, dieselben allein 
mit denjenigen zu veröflfentlichen, die sich im vierten Abschnitt und 
einigen Paragraphen der vorangehenden Abschnitte des ersten Bandes 
befinden. Durch die Natur des behandelten Gegenstandes sah ich mich 
aber veranlasst, von meinem ursprünglichen Plane abzugehen und die 
schon vielfach behandelten elliptischen Functionen mit in den Kreis 
der Betrachtungen hineinzuziehen. Der Zusammenhang zwischen den 
gewöhnlichen elliptischen Functionen und den Functionen zweiter und 
dritter Art ist nämlich ein so enger, dass die gesonderte Betrachtung 
der letzteren eines natürlichen Rahmens, sowie eines einheitlichen Ge- 
sichtspunktes entbehren würde und zu mannigfachen Uebelständen ge- 
führt hätte. Wie ich aber schon in der Vorrede zum ersten Bande 
bemerkt habe und nochmals ausdrücklich hervorheben möchte, ist 
es keineswegs meine Absicht gewesen, eine alles umfassende Theorie 
der elliptischen Functionen zu geben. Es sind im Wesentlichen nur 
diejenigen allgemeinen und bekannten Untersuchungen hineingezogen 
worden, welche die Grundlage und die Gesichtspunkte für das ganze 
Werk abgeben und zum Verständniss der Theorie der Functionen 
zweiter und dritter Art nothwendig sind — diese letzteren bilden den 
eigentlichen Schwerpunkt meines Werkes. 

Ich habe nun, nachdem im ersten Bande auf functionen theoretische 
Grundlage hin die Thetafunctionen sich als Elementarfunctionen er- 
geben hatten, die weiteren Betrachtungen im Wesentlichen auf dem 
Herrn ite'schen Transformationsprincip aufgebaut. Zu dieser Darstell- 
ung bin ich nach genauer Vergleichung der verschiedenen in der Theorie 
der periodischen Functionen üblichen Methoden als der einfachsten und 
durchsichtigsten gelangt. Zwar ist es nicht zu verkennen, dass mit ihr 
gewisse Uebelstände verbunden sind. Die Darstellung hat mehrfach 



aar, ^yt ' ^ — 




ALLE HECHTE, 
EINSCHLIESSLICH DES ÜBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN. 



DRUCK VON 11. G. TKUBNER IN DRESDEN. 



Vorwort. 



-^».^ 



JJer zweite Band meines Werkes über doppelTi»F" 
tionen, welcher hiermit der Oeffentlichkeit übergeher ^'r 
drei Theile, von denen der erste die Anfange der 
theorie auf der Orundlage Ton Additionstheoremfo: r^ •- 
functionen mit verschiedenen Moduln, der iwerrt et- . - 
der doppeltperiodischen Functionen, insbesondere tv. --- 
Art, in trigonometrische Reihen., der dritte endbji . 
DifiFerentialgleichungen behandelt^ denen die Fur.'^ - 
Genüge leisten. Diese Theorien sind wohl hisi^- 
vereinigt worden. Ursprünglich war es meint- A •- 
mit denjenigen zu veröflFentlichen, die sich in ----* 
einigen Paragraphen der vorangehenden At»siz.-- 
befinden. Durch die Natur des behandeltet tttäff -: 
aber veranlasst, von meinem ursprünglich« "'^'ü- 
schon vielfach behandelten elliptischen Fclt • 
der Betrachtungen hineinzuziehen. Der Z^t^r - • 
gewöhnlichen elliptischen Functionen uli ?~ 
dritter Art ist nämlich ein so enger, da-- 
der letzteren eines natürlichen RsdmieL*^ - - 
Sichtspunktes entbehren würde und n -- 
führt hätte. Wie ich aber schon n - 
bemerkt habe und nochmals auwr-i. 
es keineswegs meine Absicht gew*« 
der elliptischen Functionen zu n^-^ 
diejenigen allgemeinen und b**kaiar 
worden, welche die Grundlage n 
Werk abgeben und zum T*?^. 
zweiter und dritter Art notiv^EL 
eigentlichen Schwerpunkt ntt:- 

Ich habe nun, nachdei: 
Grundlage hin die Theihr 
geben hatten, die weiter- 
Hermite'schen Transfer 
ung bin ich nach gensE- 
der periodischen Funr 
durchsichH^H«n gd«: 
gewisse Sn<"- j; 




rV Vorwort. 

etwas scheinbar Zufalliges, es ist nicht immer ersichtlich, warum gerade 
der oder jener Ansatz gemacht wird, daneben entspricht sie nicht der 
historischen Entwickelung. In der That ist in der Mehrzahl der Falle 
das Princip erst angewandt worden, nachdem die betreffenden Formeln 
auf anderem Wege schon gefunden waren. Diese Uebelstande aber — 
wenn die letztere Thatsache überhaupt als ein solcher bezeichnet werden 
darf — werden auf der andern Seite durch gewisse Vortheile bedeutend 
überwogen, die der von mir eingeschlagene Weg darbietet. 

In dem Hermite'schen Transformationsprincip concentrirt sich 
thatsächlich der überwiegende Theil der Theorie der doppeltperiodischen 
Functionen, und findet in ihm seinen klarsten, einfachsten und all- 
gemeinsten Ausdruck. Durch eine Modification der Fn^estellung er- 
geben sich aus ihm der Reihe nach die einzelnen Sätze der Theorie in 
systematischer und folgerichtiger Weise. 

In dieser meiner Auffassungs weise liegt es u. A. begründet, dass ich 
von der Einführung der Weierstrass'schen Functionen abgesehen habe. 
Die <y- Functionen folgen nicht gleich den O*- Functionen dem Trans- 
formationsprincip — ihre ausfuhrliche gesonderte Betrachtung würde 
mich auch nach anderer Richtung hin von dem vorgesetzten Ziele ab- 
gelenkt haben. Es möge bei dieser Gelegenheit auf eine Bemerkung 
von Herrn Scheibner (Sitzungsbericht der Leipziger Gesellschaft der 
Wissenschaften 1888 S. 276) über das Verhaltniss der <y-Functionen zu 
den -d"- Functionen hingewiesen werden, die den richtigen Gesichtspunkt 
für die Vergleichung derselben geben dürfte: 

„Es ist ja an sich leicht erklärlich, dass das Studium der Signia- 
functionen, deren Einführung in die Analysis durch Weierstrass in 
so vielen Beziehungen sich als wichtig und fruchtbar erwiesen, seit das- 
selbe den Mathematikern in grösseren Kreisen zugänglich geworden und 
ihr Interesse in Anspruch genommen hat, eine Zeit lang auf Kosten der 
länger bekannten Jacobi-Aberschen Thetafunctionen in den Vorder- 
grund getreten ist. Im umgekehrten Falle würde es sich vermuthlich 
gerade umgekehrt verhalten haben, wahrend wir doch froh sein dürfen, 
dass für die Erfordernisse der Theorie wie der Praxis dem Mathematiker 
nach doppelter Richtung so interessante Functionen zu Gebot« stehen.^' 

Um zur Hauptsache zurückzukommen: Der eigenthümliche und im 
Ganzen einheitliche Gang meines Werkes bringt es mit sich, dass in 
demselben nur die -d"- Functionen, nicht aber die er- Functionen berück- 
sichtigt sind. Ebenso erklärt sich aus dem einheitlichen Gange meiner 
Darstellung das Fehlen mancherlei weitergehender functionentheoretischer 
Sätze. An Stelle jener Sätze tritt eben das genannte Transformations- 
princip als das eigentlich Primäre, und jene Sätze kommen im Wesent- 
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liehen nur so weit und nur in solcher Ausdehnung in Betracht, als sie 
sich aus diesem Princip als Folgerungen ergeben. Allerdings können 
dabei Rechnungen nicht vermieden werden. Wenn man heutzutage 
hin und wieder die Rechnung als „unmodern" bezeichnet und womöglich 
allen Arbeiten einen und denselben „modernen" Zuschnitt aufdrängen 
möchte, so scheint mir das doch einigermassen unbillig. 

Dass man im Allgemeinen, wo es angeht^ beschwerliche Rechnungen 
gerne vermeiden wird, versteht sich wohl von selber und bedarf also 
kaum noch der Erwähnung. Oder hätten vielleicht die Mathematiker 
früherer Jahrhunderte oder Jahrtausende hierüber anders gedacht? 

Aber häufig, namentlich beim Hineingehen in neue noch unerforschte 
Gebiete oder auch bei der Eröfliiung neuer Wege in schon bekannten 
Gebieten werden Fälle eintreten, in denen man die Rechnung nicht ent- 
behren kann. Auch ist zu beachten; dass nicht zu weit getriebene Rech- 
nungen manches anziehende Moment und eine gewisse pädagogische Kraft 
besitzen ; die durch blosses Angeben von Ideen nicht erreicht wird, und 
dass überhaupt die Rechnung stets mit einer gewissen Nothwendigkeit 
in Function treten wird, sobald es sich darum handelt, die Grösse und 
Mannigfaltigkeit eines Gedankens oder eines Princips nach allen Seiten 
hin klar zu legen. 

Endlich erklärt sich aus dem einheitlichen Gange meines Werkes 
z. B. auch das Fehlen geometrischer Betrachtungen. Wenn ich auch, als 
Docent einer technischen Hochschule, ausserordentlich geneigt bin, den 
geometrischen Betrachtungen die allergrösste Bedeutung beizulegen und 
meine hiesigen Vorlesungen über höhere Analysis auf durchaus geome- 
trischer Grundlage aufbaue, so folgt hieraus doch noch keineswegs die 
Nothwendigkeit, in allen Theilen der so weit verzweigten Mathematik 
und unter allen Umständen stets das Geometrische zu bevorzugen. Viel- 
mehr wird nach meiner Ansicht die Analysis auch in ihrer reinen Form 
neben der Geometrie stets ihre volle Berechtigung behalten. Die Ver- 
mischung geometrischer und analytischer Methoden, wie sie z. B. in den 
Arbeiten des Herrn F. Klein anzutreffen ist, wird vielfach zweckmässig 
sein. Sie als allgemeine und obligatorische Norm hinstellen zu wollen 
— daran wird doch wohl Niemand denken. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen sei es mir gestattet, auf den 
ersten Abschnitt des zweiten hier vorliegenden Bandes etwas näher 
einzugehen. Der Zweck desselben ist es, die Anfänge einer Transforma- 
tionstheorie auf der Grundlage von Additionstheoremen zwischen Theta- 
functionen mit verschiedenen Moduln in elementarer Weise zu entwickeln. 
Ich lege hierbei das Hauptgewicht auf das Princip selber, nicht aber 
auf seine hier vorliegende Durchführung, die noch sehr der Ergänzung 
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und Erweiterung bedarf. Der Ausgangspunkt für meine Anschauungs- 
weise ist in meinen Arbeiten über die hyperelliptisehen Functionen ge- 
legen. Ich versuchte dort die Methoden, wie sie für die elliptischen 
Functionen massgebend waren, auf die hyperelliptischen erster Ordnung 
zu übertragen, um eine Transformationstheorie derselben zu erhalten. 
Es gelang mir, die verschiedenen Arten von Transformationsgleichungen 
zu definiren und ihre Haupteigenschaften zu entwickeln — meine Ver- 
suche dagegen nach jenen früheren Methoden Transformationsgleichungen 
wirklich zu bilden, stiessen auf die grössten Schwierigkeiten und fährten 
mich zu keinem bemerkenswerthen Resultate. So sah ich mich denn 
veranlasst, für die elliptischen Functionen nach neuen Methoden zu 
suchen, nach solchen, die sich leicht übertragen Hessen. Ein Theilder 
hierbei gefundenen Resultate findet sich im ersten Bande dieses Werkes 
angegeben, insbesondere in den §§ 59, 60, 61, 75 etc. Die üeber- 
tragung derselben auf die hyperelliptischen Functionen ermöglichte die 
Darstellung von Transformationsgleichungen in besonders einfachen Fällen. 
Ich musste mich aber bald davon überzeugen, dass auch diese Methoden 
keine weitreichenden und befriedigenden seien — so interessant die 
einzelnen gewonnenen Resultate auch an sich waren — , und kam auf 
diesem Wege im Anschluss an die bekannten Schröter*schen Arbeiten 
zu der Aufstellung meiner Additionstheoreme und zu der Anschauungs- 
weise, die in dem vorliegenden zweiten Bande dargelegt wird. Bei der- 
selben ist das eigentliche Ziel: die wirkliche Aufstellung von Trans- 
formationsgleichungen und damit diejenige Aufgabe, welche als das 
eigentliche Transformationsproblem zu bezeichnen ist und seit längerer 
Zeit die Kräfte einer Reihe von Mathematikern in Anspruch ge- 
nommen hat. 

Als charakteristisch sind bei dem von mir eingeschlagenen Wege 
folgende Punkte hervorzuheben. 

Erstens können die Transformationsgleichungen, die sich für die 
elliptischen Functionen ergeben, ohne Schwierigkeit auf die hyperellip- 
tischen übertragen werden. Man kommt dabei zu einer Fülle von 
Transformationsgleichungen, die auf anderem Wege nur schwer dürften 
herzustellen sein. 

Zweitens wird die allgemeine Transformationstheorie in enge Ver- 
bindung gebracht mit der speciellen Transformationstheorie, nämlich 
mit der Entwickelung der Constantenrelationen. Ich habe es stets als 
unnatürlich empfunden, dass die Modular- und Multiplicatorbeziehungen 
in fremdartiger Weise, unter Heranziehung völlig neuer Principien, und 
auf ganz anderem Wege als die gewöhnlichen Thetarelationen abgeleitet 
werden, obgleich sie doch im Grunde genommen nichts anderes als 
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Thetarelationen sind, nur bezogen auf specielle Werthe der Argumente. 
Es erschien mir daher höchst wünschenswerth, diese Constantenrelationen 
durch Specialisirung der Argumente aus allgemeinen Thetarelationen 
abzuleiten, sie also dem Hermite 'sehen Princip unterzuordnen und 
zu zeigen, dass auch für die specielle Theorie das Letztere von grösstem 
Nutzen ist. 

Mit den soeben entwickelten Anschauungen befinde ich mich im 
Widerspruch mit den Anschauungen, wie sie in einer neuerdings er- 
schienenen Besprechung des ersten Bandes dieses Werkes von Herrn 
Fricke enthalten sind. Legt dieselbe einerseits von einer in der Mathe- 
matik ungewöhnlichen Werthschätzung der eigenen Anschauungen des 
Herrn Fricke Zeugniss ab, so ist es andrerseits doch zweifellos, dass 
die in derselben vertretenen Ansichten von einer grösseren Anzahl von 
Mathematikern getheilt werden, als deren Wortführer Herr Fricke an- 
zusehen ist. Unter solchen Umständen habe ich geglaubt, mich hier 
in der Einleitung über meine Anschauungen etwas ausführlicher aus- 
sprechen zu müssen, als es sonst wohl geschehen wäre. 

Der zweite Abschnitt enthält die Entwicklung der periodischen 
Functionen in trigonometrische Reihen, wobei das Hauptgewicht auf die 
Functionen 2*®' und 3*®' Art gelegt ist. Derselbe knüpft an einige neuere 
Arbeiten an, vor allem von Appell. Als charakteristisch für die ge- 
wählte Darstellungsweise ist die gemeinsame Behandlung der Functionen 
2**' und 3*®' Art, sowie die Verknüpfung mit der Transformationstheorie 
zu bezeichnen. In der Theorie der Functionen 2*®' Art ist es seit den 
Arbeiten von Hermite üblich, die allgemeinen Functionen auf gewisse 
Grundfunctionen — etwa die Function ^^ (y 4 a) : ^j (v) — zurückzuführen; 
in ähnlicher Weise werden von mir auch bei den Functionen 3*®' Art ge- 
wisse Primfunctionen eingeführt und dazu gebraucht, um zu den trigono- 
metrischen Entwickelungen der allgemeinen Functionen zu gelangen. 
Diese Primfunctionen sind der Transformationstheorie entnommen. Um 
die praktische Bedeutung der angegebenen Methoden klar zu legen, ist 
eine Anzahl der wichtigsten und einfachsten Beispiele gegeben worden. 

Der dritte Abschnitt behandelt die Theorie der Picard'schen 
DiflFerentialgleichungen. Um den elementaren Charakter dieses Werkes zu 
wahren und die Stellung zu fixiren, welche die Picard'schen Differential- 
gleichungen unter den linearen homogenen Differentialgleichungen ein- 
nehmen, habe ich eine kurze Darstellung der ersten und einfachsten 
Sätze über die letzteren nach den Arbeiten von Fuchs, Frobenius u.a. 
vorausgeschickt. Der Schwerpunkt der Untersuchungen ist auf die 
wirkliche Integration der Picard 'sehen Differentialgleichungen gelegt 
worden. Es ist das geschehen, weil hierin die hauptsächlichste Be- 
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deutung und der Hauptwerth der Anwendungen der doppeltperiodischen 
Functionen zweiter Art auf die Theorie der Differentialgleichungen zu 
suchen ist. Bei der Integration ist der „allgemeine" Fall von den 
„speciellen" unterschieden, wie in § 36 naher auseinandergesetzt worden ist. 

Die angewandten Methoden sind einheitliche und zwar beruhen sie 
auf der Productzerlegung der doppeltperiodischen Functionen, während 
die Summendarstellung mehr zurücktritt und lediglich als Folge der 
ersteren angesehen wird. Es dürfte diese Darstellung den Vorzug 
grösserer Symmetrie und Durchsichtigkeit besitzen. 

Die speciellen Fälle sind wesentlich kürzer gefasst als der allgemeine. 
Es ist das geschehen, weil man bei ihnen zum Theil aus der Theorie der 
doppeltperiodischen Functionen heraustritt und in die Theorie anderer 
Functionen gelangt, die ihre eigenen selbstständigen Methoden besitzen. 
Es ist z. B. einfacher und naturgemässer, die specielle Lame 'sehe 
Gleichung im Rahmen der Theorie der Kugelfunctionen zu betrachten 
als unter Hinzunahme der doppeltperiodischen Functionen, und ähnlich 
verhält es sich in anderen Fällen, vor allem bei den Differentialgleich- 
ungen zweiter Ordnung. Andrerseits freilich ist nicht ausgeschlossen, 
dass man auf dem in diesem Werke eingeschlagenen Wege in einfacher 
Weise zu der Integration linearer homogener Differentialgleichungen 
gelangt, deren Coefficienten rationale oder algebraische Functionen sind 
und auf welche die Aufmerksamkeit von anderer Seite her noch nicht 
gelenkt worden ist. Auf eine weitere Durchführung dieses Gedankens 
musste hier leider verzichtet werden. 

Auch diesem Bande ist eine grössere Anzahl von Literaturangaben 
beigefügt worden. Wenn ich auch bemüht gewesen bin, die wichtigeren 
in Betracht kommenden Arbeiten alle anzuführen, so möchte ich doch be- 
sonders betonen, dass das Verzeichniss auf Vollständigkeit keinen An- 
spruch erheben soll. Den überwiegenden Theil der citirten Arbeiten habe 
ich eingesehen, wo es, wie bei einigen Arbeiten ausländischer Autoren, 
mir nicht möglich war, habe ich die betreffenden Citate den Jahr- 
büchern über die Fortschritte der Mathematik entnommen, welche sich 
hier wiederum von grösstem Nutzen gezeigt haben. 

Den H.H. Privatdocenten Dr. Naetsch und Candidaten des höheren 
Schulamtes Röseberg spreche ich für ihre liebenswürdige Beihälfe 
beim Lesen eines Theiles des Manuscriptes und der Correcturbogen 
meinen verbindlichsten Dank aus. 

Der Firma B. G. Teubner fühle ich mich durch freimdliches Ent- 
gegenkommen bei dem Drucke des Werkes zu aufrichtigem Danke ver- 
pflichtet. 

Martin Krause. 
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Erster Abschnitt. 

Die Transformationstheorie der elliptischen Functionen 

auf Qmnd Yon Additionstheoremen zwischen Theta- 

fnnctionen mit yerschiedenen Modnln. 



§1.*) 

Stellung des speciellen Transformationsproblemes. Becapitulation der 
im ersten Bande aufgestellten Additionstheoreme zwischen Theta- 

fiinctionen mit verschiedenen Moduln. 

In den folgenden Paragraphen des ersten Abschnitts soll versucht 
i^erden, die von dem Verfasser in § 80 des ersten Bandes dieses 
Werkes aufgestellten Additionstheoreme für die Transformationstheorie 
zu verwerthen. 

Nach den Darlegungen des ersten Bandes zerfällt das Trans- 
formationsproblem in zwei gesonderte Theile. Der erste — der all- 
gemeine Theil hatte die Aufgabe, die transformirten Theta- und 
elliptischen Functionen durch die ursprünglichen darzustellen, der zweite 
— der specielle Theil hatte die Aufgabe, die Beziehungen zu unter- 
suchen, die zwischen den mannigfachen in den Transformationsformeln 
auftretenden Constanten bestehen. Der erste Theil kann als erledigt 
angesehen werden — der zweite dagegen nicht. Derselbe gipfelte zu- 
nächst in der Definition der allgemeinen Transformationsgleichungen 
und den Methoden zur Aufstellung und Discussion derselben. Diese 
Methoden sind, wie aus den bezüglichen Untersuchungen folgt, durch- 
aus verschieden von den Methoden, die von uns im Uebrigen in der 
Theorie der doppeltperiodischen Funktionen angewandt worden sind 
und die im Wesentlichen auf dem Hermite' sehen Transformations- 
princip beruhen. Insbesondere zeigte sich, dass die gewöhnlichen 
Thetarelationen, sei es für beliebige Werthe der Veränderlichen, sei 
es für specielle, ein unmittelbarer Ausfluss des allgemeinen Jacob i- 
schen Additionstheorems sind. 

Kraute, Doppeltperiodische Functionen. II. \ 



2 § 1. Stellung des speciellen Transformationsproblemes etc. 

Es soll nun im Folgenden gezeigt werden , dass die in § 80 des 
ersten Bandes aufgestellten Ädditionstheoreme durch geeignete Um- 
formungen und Specialisirung zu Transformationsgleichungen führen^ 
so zwar^ dass die letzteren als specielle Fälle allgemeiner Thetarelationen 
angesehen werden können. Damit ist dann ein Zusammenhang in der 
Methode zwischen der allgemeinen und der speciellen Transformations- 
theorie hergestellt. Hierbei verstehen wir unter Transformations- 
gleichung eine beliebige Relation zwischen ursprünglichen und trans- 
formirten Grössen, deren Form sowohl rational als auch irrational sein 
kann 7 während die Zahl der vorkommenden Grössen eine beliebige ist. 

Wir wollen nun im Folgenden zwei Formen von Additions- 
theoremen gebrauchen ; die aus den beiden Lehrsätzen sich ergeben: 

LehrBatB I: Leisten die ganzen Zahlen a den Gleichungen 
Genüge: ^ 2 , 

so gilt das Additionstheorem: 

wobei die Beziehungen bestehen: 

gg ^ asi^iSi + as2iHSi -\ a,,^««/» modm,. 

Iiehrsatz ü: Leisten die ganzen Zahlen a den Gleichungen 

so gilt das Additionstheorem: 
wobei die Beziehungen bestehen: 

96~^-^6i^i^i-i a,niinSnniod2m,. 

Die Grössen rf können die Werthe und 1 annehmen. 
Die Summen und Producte sind in bekannter Weise zu er- 
strecken. 

Es könnten noch weitere Additionstheoreme aufgestellt werden, 

bei welchen ganz allgemein — vorkommt, indessen sehen wir von 

ihnen ab, da die Beziehungen zwischen den hierbei auftretenden 



§ 2. Die Transformation dritten Grades. 3 

Grössen und den Grössen der gewöhnlichen Transformationstheorie zu 
wenig einfach sind. 

Es soll nun versucht werden, aus diesen Theoremen Transformations- 
gleichungen abzuleiten, die zu einem bestimmten n gehören. Solche 
Gleichungen würden wir ohne Weiteres erhalten, wenn in den fertigen 
Formeln nur die Moduln t und nt vorkommen. Da femer die Trans- 
formation vom Grade 2'* als bekannt angenommen werden kann, da 
dieselbe zu bekannten Algorithmen führt, so können wir auch die 
Moduln 2^x und 2'"wr zulassen. 

Zunächst sollen die einfachsten Transformationsgrade in Bezug 
auf die Anwendbarkeit unserer Theoreme untersucht werden. 

§2. 
Die Transformation dritten Grades. 

Zunächst untersuchen wir die Transformation dritten Grades. Die 
Additionstheoreme zerfallen in solche, die zwischen Producten von je 
zwei, drei etc. Facto ren bestehen. 

Wir nehmen zuerst den Fall von zwei Factoren. Für diesen 
existirt jedenfalls das Theorem: 

1) ^s(^n^)^3(t'8, 2r) -2»s[ffii{^^i+^i> 6r)^s[(/JK - ^'2, 3r), 
wobei die Congruenzen stattfinden: 

g^ = 2s^ + 2s^ 7nod6, 
g^ = s^ — 2^2 mod 3. 
Aus denselben folgt: 

(7j— 25^2 = modQy 
sodass wir die Formel erhalten: 

^s(«^n'^)^s(^2^ 2r) = »^{2v, + V,, &x)^^{v, - v,, 3r) 

+ ^8[2](2r, + V,, 6z)^,[l-]{v, - V,, 3t) 
+ ^>8[4](2i;i + V,, 6t)^3[2] (v, - V,, 3r). 

Durch Specialisirung ergeben sich hieraus eine Reihe von Bezieh- 
ungen, aus denen wir die beiden folgenden herausgreifen wollen: 

^3(0,T)^5(0;2r)=»^3(0,6r)^3(0,3r) + 2^3[2](0,6T)^3[l](0,3r), 
'^8(0,T)^2(0,2T) = ^2(0,6T)^3(0,3r) + 2^2[2](0,6r)d3[l](0,3r). 

Dieselben können als Modulargleichungen in irrationaler Form auf- 
gefasst werden, da die Thetafunctionen mit den Moduln 2r und 6r 
sich in bekannter Weise durch die Thetafunctionen mit den Moduln 
T und 3r und zwar mit Hülfe von Quadratwurzeln darstellen lassen. 

1* 



2) 



4 § '2. Die Transformation dritten Grades. 

Ein weiteres Additionstheorem zwischen Producten von je zwei 
Factoren lautet: 

wobei die Beziehungen stattfinden: 

2tv^ = Sv^ + t?2, 2rii = 3 Vi + V2? 

und zwischen g^ und g^ die Congruenz besteht: 

^ + g,= 0niod2, 
Führen wir das Theorem aus, so erhalten wir die bekannte Relation: 

Setzt man 1?^ == v^ = 0, so ergiebt sich die Modularbeziehung: 

setzt man V| = 0, v^=-x, so erhält man: 

5) ^z^i=--^oyi + ^t^i7 

wobei von der Bezeichnungsweise Gebrauch gemacht worden ist: 

U.==^2r^](0,3T), v,= ^,[i7](0,3r). 

Wir kommen jetzt zu Additionstheoremen zwischen Producten von 
je drei Factoren. 

Wir nehmen zuerst das Folgende: 

7) 2». *8(«i, t) *,(«„ 2x)»,{v„ 6t) =2/7*»[|] ('"• + ''" ^'')' *=''2' ^' 
wobei die Beziehungen bestehen: 

2tv^ = 2v^ + v^ + Vj, 2iy, = 2Vi + r/2 + Va^ 
2w^=2v^ + v^-- Vj, 2% = 2 Vi + V« - Vs? 
22i;3= 2i;,- 21;^, 21,3= 2Vi- 2V2; 

während die Grössen g^g^^g^ die Werthe annehmen können: 

9i = 92 = Sls= 2, 

9i = 9t = 9z=^' 
Durch Specialisirung ergeben sich hieraus wiederum Transformations- 
gleichungen. Wir greifen zwei derselben heraus. Setzen wir: 

^1 = ^2 -^ ^8 == 0, 
so erhalten wir: 



§ 2. Die Trannformation dritten Grades. 

2», . ^,(0, 2r) ^,(0, 6r) = (V + ^0') ^0 + 2 (x,» + y*)x„ 

setzen wir: ^ „ 

t^i^O, t;j«=r, «?j«=ör, 

so ergiebt sich: 

2^3.a',(0,2r)^,(0,6T) = (V~yo0^o+2(V-yi')^i. 
Durch Addition erhalten wir die elegante Relatian: 
8) ^»[^8(0, 2t) ^3(0, 6r) + ^2(0, 2t) ^^(0, 6r)] = V + 2x,\ 
Ein zweites Additionstheorem ist das folgende: 

wobei die Relationen: 

2ic;, = 2^1 - 2v,, 2% = 2 Vi - 2V2, 

2f<?a == 3«^i + 3Vi — V3, 2i?3= 3 j?'i + 3 Va - ^3, 
und die Congruenzen bestehen: 

9i= «1+ «2+653^0^4, 

gfg = 2«! — 2^2 worf 4, 

Hieraus folgt: "^^ 1 ' 2 s 

(7i = ^ morf 4, g^ = -^ wod 4, 9^=0 niod 3, 

sodass die Summe in Bezug auf die Grössen g vier Glieder enthält. 
Wir setzen an Stelle von: 

so gehen die Grössen 

über m: 

«(?! + 1 , M?2 — 1 , ««;g + 3 
und wir erhalten: 

2». *o(»., t) «•„(«„ r) «-,(^3, 6t) =2(- 1)'^-P.- 
Durch Addition ergiebt sich: 

wobei gesetzt ist: 

fi = ^s (»1 > t) *j («-« » ^) *8 («'4 , 6 t) + -^0 («1 ; ^) ^0 K » *) *9 («'■»; 6 ^)- 



6 § 2. Die Transformation dritten Grades. 

Durcli Specialisirung ergeben sich hieraus wiederum Transformations- 
gleichungen — indessen wollen wir noch einen Schritt weiter gehen. 
Dazu setzen wir an Stelle von: 

^l+V ^2+V ^3+3t, 

so geht W'i über in xv^-\-2i und wir erhalten: 

wobei gesetzt ist: 

Durch Addition erhalten wir: 

eine Relation, die durch Specialisirung wiederum Transformations- 
gleichungen ergiebt. 

Drittens nehmen wir das Additionstheorem: 

10) 2»»,(v„r)9,(v„2t)»,(v„3t) =^P., 

wobei Pf die frühere Bedeutung hat und die Grössen ?» die Werthe 
haben: *<^ o ^, o o 

Die Beziehungen zwischen den Argumenten lauten: 

2w,== v,+ 2v^+ v^, 2rj,^ ri\+2i]'^+ V«, 
2tv^^3v, - t'3, 27^8 = 3^1 - Vs; 

2w,= 2v,^2v,+ 2v,, 27^3=2^1-2^2+2^8, 
die Grössen g endlich leisten den Congruenzen Genüge: 

g^ ErE 35j — SSg mod 6, 

^3 ~ 2^1 — 45^ + 6S3 mod 12. 

Aus den letzteren folgt: 

g^^Zg^modQ, 

(73 = 2gy mod 12, 

sodass die Summe in Bezug auf die Grössen g im Ganzen sechs 
Glieder ergiebt. Um zu möglichst einfachen und übersichtlichen 
Relationen zu gelangen, setzen wir an Stelle von: 

resp. : 



^1 , 


^i 


V, + 2' 


,3 

«^3+2' 



SO geht tv^ in t(?^ + l, w^ in w;3+2 über und wir erhalten: 



§ 2. Die Transformation dritten Grades. 7 

2» . ^o(«i, r) »,(v,, 2t) *oK, 3t) =2(- if^Ps 
oder also: ^ITT 

wobei nunmehr gesetzt ist: 

/; = ^3(t;„ 2t) [^3(1;,, t) ^,(v,, 3t) + ^o(t^i, t) ».(v,, 3t)]. 

Durch Specialisirung ergeben sich Transformationsgleichungen — 
indessen wollen wir auch hier einen Schritt weiter gehen. Dazu setzen 
wir an Stelle von: 

resp.: * ^ 

3t . 3.3t 

2 



«^1+0' ^8 + 



so geht IV ^^ in «t'^+ 3t, tv^ in it'3+ 6t über und wir erhalten: 

/; = ^3K, 2T)[^,(t;„ T)^,(t;3, 3t) - ^,(v,, r)^,(t'„ 3t)]. 
Durch Addition ergiebt sich: 

/i + /2= 2^8K.3t)[^3(m;„3t)^3(i«;3,6t) + ^,[1]K, ST)»s[^]iw,, 6t) 

+ ^8[2]K,3t)^3[4]K,6t)]. 

Setzen wir hierin die Argumente gleich Null, so erhalten wir die 
Transformationsgleichung : 

11) ^3(^,2T)[^3(0,T)^3(0,3T) + #o(0,T)^o(0,3T) + d,(0,T)^2(0,3T)] = B, 

B=2^3(0,3t)[^3(0,3t)^3(0,6t) + 2^3[1](0,3t)^3[2](0,6t)], 

eine Gleichung, die ohne Schwierigkeit auch aus den früheren hätte 
hergeleitet werden können. 

Ein viertes und letztes Additionstheorem zwischen Producten von 
je drei Factoren lautet: 

m^ = 3, m^ = 6, m^ == 2, 
während die Beziehungen stattfinden: 

^1= ^1 + ^2 + ^37 9i= s^ + s^ + s^modS, 
tv^=- — 2v^ + v^+ 1^3, f/g :z — 2^^ + 5^ + 53 7nod 6, 

«^8= ^i— ^8> 99^ s^''S^7nod2, 

Aus den Congruenzen folgt: 

2g, + g^+^g^^0mod&, 
9i — g^ — ^ '^^od 3. 

Es bleiben auf der rechten Seite demnach im Ganzen sechs 
GUeder. Wir setzen jetzt an Stelle von: 



8 



§ 2. Die Transformation dritten Grades. 



resp.: 



v^ 



Vn 



r, + 2' 



^,+ 2' 



so geht ii\ in u\ + \, w^ in tc^ + 1 über und wir erhalten: 

B = 2d,(M^„ 2r) [»j(u'„ 3r) *,(m;„ 6t) + »,[1] («;„ 3r) »j[4](«;„ 6r) 

+ *3[210«'-„3r)^8[2](M;„6r)]. 

Setzen wir die Argumente gleich Null, so erhalten wir die Trans- 
formationsgleichung 13): 

^jW+V) = 2*,(0,2r)L#,(0,3T)»,(0,6T) + »,[l](0,3r)*j[2](0,6r)], 

die auch in einfacher Weise aus den früheren abgeleitet werden kann. 
Wir kommen jetzt zu Additionstheoremen zwischen Producten von 
vier Factoren. Um eine Erleichterung in der Schreibweise zu erzielen, 
wollen wir die Transformationszahlen und die Zahlen ft und fn in 
einem Schema vorausschreiben. Wir nehmen als erstes Additions- 
theorem das folgende: 



/^l 1» 


(^ A> 


N 


1, 


f*4-l 




3 


1 


1 




1 


»»,=»3 


1 


3 


1 




-1 


»ij — 3 


1 


-1 


-3 




1 


Wj=3 


1 


1 


-1 




-3 


OT4=3 



14) 



2*. », {v, , t) ^s (t'„ r) ^8 (v„ t) », (v, , t) =^Pt 

f=* r 1 



f=i 



wobei die Congruenzen bestehen: 

(72 = «1 - 35j5 + «3 - 5^ 7no(l 6, 
g^ - Si — «2 — Ssg + ^4 mod6, 
^4 = 5i + ^2 — «3 — 3^4 Tuod 6. 

Aus diesen Congruenzen folgt: 

^3= 2g^ + g^mod6, 

g^=:-2g^ + g^mod6, 

9i+ 9%^ 0niod2. 



§ 2. Die Transformation dritten Grades. 9 

Es sind die Grössen g also zu gleicher Zeit gerade oder ungerade. 
Wir setzen nun an Stelle von: 

resp.: "^ ' "' ' "» • '^ 

^'1+2' ^^+2' ^^"^2' ^•*""2' 



so tritt an Stelle von: 



ii\ , w^ , w^ 



^^^^'' tV^+\y W?3-l, tt'4+1 

und wir erhalten: - - ^ 

oder also: '^^ 

wobei gesetzt ist: ^__-. ^t~t 

und die Gongruenzeu bestehen: 

8,= 29, + 9, »«0^3, 

9i=-2gi+8j»«od3. 

Wir setzen zweitens an Stelle von: 



^1 > 

resp. : 

3t 


^2 ; 

t;, + -2 ; 


, 3t 


SO tritt an Stelle von: 






resp.: 


+ 3r, t<;,- 


- 3t, tc^+ 3t 


und wir erhalten: 







3t 



f* =JT*»(t'» t) -JJ»iiv„ t). 

Durch Addition ergiebt sich dann die Formel: 

Aus dieser Formel ergeben sich durch Specialisirungen einfache 
Transformationsgleichungen. Setzen wir die Argumente gleich Null, 
so erhalten wir: 
oder auch: V+ V+ V= 2(V+ 8^.») 

15) »s* = V + 8a;o ■ x^^, 

und ähnlich ergiebt sich: 



16) 



10 



§ 2. Die Transfonnation dritten Urades. 



Ein weiteres Additionstheorem gehört zu dem Schema: 

^1 = 1. f*j=l> f»8 = 3, ^4 = 3 



3 
3 
1 
1 



3 
-3 

1 
-1 



1 

1 

-1 

-1 



1 
1 
1 
1 



»tj= 6 
= 6 



m. 






und kann geschrieben werden: 

17) 2*. »,(»„ r) fr,K, r) »,(v„ 3r) *,(i;„ 3r) ^^P„ 

wobei die Congruenzen bestehen: 

g^ = 35^ + Ss^ + 35^ + 3^4 mod 12, 
g^ = Ss^ — Ss^ + 353 — 3^4 mod 12, 
(/a = Sji + Sj — 3S3 — 3s^ mod 4, 
g^ ~ s^ — s^— 3S3 + 3S4 iwörf 4. 
Aus diesen Congruenzen folgen die weiteren: 

gi = g^^0mod3y 

g^=^mod4, g^=^mod4, 

g^ +g^ = mod 2. 
Um zu einfachen Relationen zu gelangen, setzen wir an Stelle von 



V, 



Vc 



so geht f(?^ in tv^ + 1, tv^ in tv^ + l über und wir erhalten: 

2*. »,(v,, t)^,(v,, r)^,(v,, St)^,(v,, 3r) =2^(~l)"p. 

oder also: 2\f,^^'F,, 

wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass zu den früheren Be- 
ziehungen zwischen den Grössen g noch die weitere hinzukommt: 

g^ + g^ = 2mod4, 
wobei ferner gesetzt ist: 

- ^%(^'i, '^)^s(^^9 ^0(^3; 3t)^3(i;4, 3t). 
Ferner setzen wir an Stelle von: 



resp.: 



V, 



2 



i\ 



V.+ 



^\+o 



80 geht ic\ in u\ + \j ti\ in tc^ — 1 über und wir erhalten: 



§ 2. Die Transformation dritten Grades. H 

/*2= ^sK? ^)^o(y«^ ^)^8(^SJ 3T)do(V4, 3t) 

- -^0(^0 ^) ^o(«^2; ^ü(^«j 3r) d-oO^^, 3t). 
Mithin ergiebt sich durch Subtraction: 

wobei die zwei Striche an der Summe bedeuten, dass jetzt nur noch 
die Werthe zu wählen sind: 

9i = ^y ffi-0. 
Wir setzen endlich an Stelle von: 



f\ y 


% , 


^i 


»4 


, 3r 


, 3r 


, 3t 


, 3r 


^,+ 2' 


^.+ 2' 


"»+ 2' 


tU+ 2' 



SO geht «6?^ in ii\+ 6r über und wir erhalten: 

2V/3 - /i) =2V i)^'»+^'«+'^''+^'*p., 

/i= ^2(^1^ ^2(^2, ^)^2(^3^ 3t)^,(v4, 3r) 

- d',(v,, x)»i{v^, ^)^i{^'s7 30^«K; 3i^), 
/4= ^,(y„ T)ö',(t;2, T)^2(t;3, 3r)^i(v4, 3t) 

- »i(vu T)^,(t^„ T)d,(v8, 3T)^,(t;„ 3t). 

Durch Specialisirung dieser und Zusammenfassung derselben mit 
früheren Formeln ergiebt sich eine Reihe von interessanten Formeln, 
die zum Theil auch durch Quadrirung der Formel: 

entstanden sind. Addiren wir z. B. die Formeln für 2^(f\ — /^) und 
2*(/3 — f^)y so erhalten wir: 

/\ — /i + /i-/*4= 4[^8(w',, C^t)d'^iw^y Qr)^fi{iv^, 2T)^^(it\, 2t) 

+ ^2 {u\ , 6 t) dg (tv^ , 6 t) ö-g (füg , 2 t) ^8 ( «^4 , 2 t)] 

und hieraus durch Nullsetzen der Argumente: 

18) ^3*. V - 2^3 . ^0 . ^oJ/o + V- Vo' + ^2'' ^0' = ^ 

J2= 8^3(0, 6T)dg(0, 6T)d3(0, 2T)do(0, 2t) 
oder durch Hinzunahme der Formeln der quadratischen Transformation: 

19) V-V-2dg.'^o-^o-yo+ V-yo'= V-V- 

Wir haben also im Obigen ein Additionstheorem aufgestellt, welches 
durch Specialisirung eine Formel ergiebt, die der wirklichen Modular- 
gleiehung sehr nahe kommt. Es können, wie kaum bemerkt zu werden 
braucht, mehrere derartige Formeln aufgestellt werden. 



12 § 2. Die Tran? forma tion dritten <^ra<les. 

Zu gaoz ähnlichen Resultaten fuhrt das Additionstheorem: 
f*i==^l> IH=^7 f%=6, f*4=6 



l 


1 


1 





, »1, = 2 


1 


— 1 





1 


»1^-2 


3 


3 


1 





»w, — 6 


3 


3 





l 


»j^ = 6. 



Wir schreiben dasselbe: 
20J 2K»^(v„T)»,iv„x)»,(v„{]T)»,{t„6t) =^P„ 

wobei die Congruenzen bestehen: 

g^ _ 3«! + Sifj — 6S5 wfOf/ 12, 
<74 = 3«, — 3«^ — 65^ nto<l 12. 
Aus denselben folgt: 

gi = ^* w/orf 4, //, = ^ wof/ 4, g^ = g^ = mal 3, ^3 + flf^ = worf 2. 

Wir setzen an Stelle von: 

resp. j 3 3 

P«+2' ^'3+2' *"*~2' 
80 geht u\ in ««', + !, tc, in «», — 1 über und wir erhalten: 

2*^» (t-i , t) *o(*'„ r) »,(v„ 6r) *o(t'„ 6t) =^(- if^P,. 
Durch Addition ergiebt sich: 

wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass: 

g^ — g^ = 0mod4: 
ist und fi die Bedeutung hat: 

Wir setzen zweitens an Stelle von: 

13 3 

^\+2' ^3+2' ^'^+2' 

so geht u\ in it\ + l, w^ in ^^'2 + l über und wir erhalten: 

/2=^o(^u 2t) [^^(t',, t) »,(v„ 6t) ^o(t'4, 6 t) + ^,{v,, r) ^,(v,, 6r) ^^(r,, 6r)]. 



§ 2. Die Transformation dritten Grades . 13 

Durch Addition ergiebt sich: 

wobei der doppelte Strich an der Summe bedeutet, dass über die 
Werthe zu summiren ist: 

.^1 = 2, 92-= 2. 

Um zu besonders einfachen Resultaten zu gelangen setzen wir an 
Stelle von: 

resp. 

so geht ?r, in w^ + 2r über und wir erhalten: 

2»(/,-/4)=2"'(-l)''''+''''+'^'-P., 

Durch Addition ergiebt sich: 

wobei die drei Striche an der Summe bedeuten, dass über diejenigen 
r/ zu summiren ist, für welche: 

, ., V. + V. + Vs 

gerade ist. 

Endlich setzen wir an Stelle von: 

so wird: 

2(/5 -h + U + h) =2""(- l)"''+''''+"''i'., 
wobei die Grössen f die Bedeutung haben: 

A =*»("!, t;)[^8(»i,T)*,(rg,6r)^,(i;„6t) + ^, (f« t)*o(»., 6^*1(^4, 6* A 
/«=*i(»i,^)[^*(»«t)Ö'o(«'4,6T)*i(i;„6t)-.fri(»„t)»,(«3,6t)ö',(«„6T)], 
U = ■^s(«i,f)[^,(»j,r)«-,(%6t)#,(t'„6t:) - »f,{vt,x)»^{v^,Gx)»^{Vt,Qt)\ 
h= ■^o(''i,«)[^s(v««)*iK6T)di(»„6t) - *oK^)«-«K6T)*j(»„6r)]. 

Addiren wir, so erhalten wir die elegante Formel: 

8 

^« ±^ = 4[ö'j(«ri,2T)«',0oj,2r)ö',(M)„6r)«-,(M)4,6t) 
^ + ^» (w« , 2t) ^, (wj , 2t) «•, (w„ 6 t) Ö'j (m;^, 6 t)]. 



14 § 2. Die Transformation dritten Grades. 

Durch Specialisirung ergeben sieh eine Reihe interessanter Re- 
lationen. Setzen wir die Argamente z. B. alle der Null gleich, so 
nimmt die linke Seite die Form an: 

V- V(0, 6r) + V- V(0, 6r) + ^3^ »,\0, Gr) ^ V- '^»'(0, Or) 

+ 2^3. ^0 . V(0; 6^) + 2^2'- ^2(0, 6r) ^3(0, Gr), 
während die rechte wird: 

4[V(0,2r) V(0,6r) + V(0,2r) V(0,6r)]. 
Setzen wir: ^^8 _ ^^2(0, 2r) + d-^\0, 2 t), 

V=V(0,2t)-V(0,2t), 

^o^3=V(0,2t), 

V=2^8(0,2t)d3(0,2T), 

so erhalten wir, wenn noch links und rechts an Stelle von 2r:r ge- 
setzt wird die Transformationsgleichung: 

21)^8*.V(0,3T)-h^,lV(0,3r)-2dg.^3.d'2(0,3T)^,(0,3T)=VV(^'^^)' 
eine Gleichung, welche durch Quadriren aus der Gleichung erhalten wird: 

^3 . ^^3(0, 3r) = ^0 . -^oCO; 3t) -f ^, . ^^2(0, 3r). 
So haben wir in den beiden letzten Additionstheoremen Formeln 
erhalten, die durch Specialisirung immittelbar einfache Modularbezieh- 
ungen ergeben und zwar solche, die durch Quadriren aus der zuletzt 
hingeschriebenen Gleichung entstehen. Mit diesen Theoremen sind wir 
also den wirklichen Modulargleichungen einen Schritt näher gekommen. 
Sehen wir von weiteren Additionstheoremen ab, die im Wesentlichen 
dasselbe leisten, so können wir uns sofort zu dem folgenden wenden, 
welches zu dem Schema gehört: 

1^1 = 17 ^2=2, ^3 = 1, /i4=2 



2 


l 


2 


1 


m^ — 3 


2 


-2 


2 


-2 

* 


Wj — 6 


2 


1 


-2 


-1 


mg— 3 


2 


-2 


2 


2 


m^ = 6 



Dasselbe möge etwas näher durchgefiihrt werden. Wir schreiben 
analog wie früher das Theorem: 

wobei aus den Congruenzen, denen die Grössen (/ Genüge leisten, die 
folgenden Beziehungen sich ergeben: 

^3 = g^ mod 6 , g^^O mod 2, 

g^ E3 g^ mod 6, g^~Q mod 2, 

g^ = g^ mod 4. 



§ 2. Die Transformation dritten Grades. 15 

Wir verfahren nun ähnlich wie früher und setzen an Stelle von: 



resp.: 



so tritt an Stelle von: 



^1 , ^s 



2 



Wj^ , tC?g 



resp.: 

und wir erhalten: ' 

2«. »,(c„ t)»,(v„ 2z)»,{v„ t)»,{v„ 2t) =2'(- l/' "^^^^r 
Hieraus folgt durch Addition: 

wobei gesetzt ist: ^^ 'F«^ 

und die Grössen Qe den Congruenzen Genüge leisten: 

g, = 94 = mod 2, q^ e flg weorf 3, 9^ = 84 mod 3. 

Wir gehen auch hier noch einen Schritt weiter und setzen an 

Stelle von: ,, „„ ^ ^, 

v^ und i?4 

r^sp.: 

Vjj+3r, r4+3r, 

so gehen n'i und w^ über in «£7^ + 3t und ^r^— Or. Unter solchen 
Umstanden erhalten wir: 

/■» = ^jK, 2t) »^{v„ 2t) [*,(t'„ t) #,(»„ r) + *o(«.> ») *oK, r)l. 
Durch Addition ergiebt sich die Formel: 

2»(/-, + /,)=2''*" 
wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass nur über diejenigen 
n zu Summiren ist, für welche 

v\ + n\ 

gerade ist. Unter Hinzunahme der quadratischen Transformation er- 
geben sich dann durch Specialisirung einfache Transfonnationsgleich- 
ungen. Setzen wir z. B. die Argumente gleich Null, so erhalten wir: 

23) V + W =^ V + S^o^i' + Vyo^ + 4a;i y^ {x^y^ — x^y^), 
eine Formel, die auch aus früheren entwickelt werden kann. Es hat 
dieses Additionstheorem die Eigenthümlichkeit, dass es durch Speciali- 
sirung Formeln ergiebt, die durch Fortschaffen von Irrationalitäten 
aus Gleichungen sich ergeben, die Ausfluss des Theorems sind: 
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§ 2. Die Transformation dritten Grades. 



Diese Additionstheoretne zwischen Producten von vier Factoren 
mögen genügen. 

Wir kommen zu Additionstheoremen zwischen Producten von 
sechs Factoren. 

Hier bietet sich zunächst ein Theorem dar, welches lautet resp. 
zu dem Schema gehört: 



fl 1> 


(*» 1 


, M«-l» 


**« 1> 


f*5 3, 


fts 


3 




0, 


2, 


1, 


l, 


1, 


1 




w,-3, 


0, 


-2, 


-1, 


-1, 


1, 


1 




»»« — 3, 


2, 


0, 


1, 


-1, 


1, 


1 




»'s - 3, 


-2, 


0, 


-1, 


1, 


1, 


1 




»«^-3, 


2, 


0, 


-2, 


2, 


0, 







«»5=3, 


0, 


2, 


-2, 


-2, 


0, 







»lg = 3. 


Wir schreiben 


das Theorem: 














f = 6 













24) 



2«.JJ*3(t;„ ^,t) =2^,, 



t = l 



wobei die Grössen //, wie leicht nachzuweisen ist, den Congruenzen 
Genüge leisten müssen: 

(j^= — g^ mod 6 , 9^= — ffs ^''^^^ ^ ? 
(T/s ^ — 2^8 mo^Z 6 , 9Q- — 2g^ mod 6 . 
5ri + (/3^0w?orf2. 
Wir setzen an Stelle von: 



resp.: 



x\ 



8 



V, 



y % 



J ^6 



^3+2' ^'*+2' ^*"^2' ^«"^2' 



so geht ti\ in ?6'| + 1, ?r^ in w^ — l über und wir erhalten: 

2«.^3(t;„ T)^3(t;„ r)^o(t8»^)^oK,O^oK,3r)^o0^a,3r) =2(- 1)^'P,. 

Durch Addition ergiebt sich: 

2^/-.=2^„ 
wobei gesetzt ist: j-j- 

die Grössen g^ den Congruenzen Genüge leisten: 

92 ~ - 8i rnod^, 84 = - Ss ^^^^^ 3, 85 ^ - 293 worf 3, g^ = - 2gi ?wörf 3 
und f^ den Werth hat: 



r «=6 



/*l=='^8(t'l, 1^)^3(^27^) 



«=6 



jf7 ^3 (^f ' ^f ^) +TI^o (^e7^t^) 



Lt = 8 



t = 8 



§ 2. Die Transformation dritten Grades. 
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Um zu besonders einfachen Relationen zu gelangen, vermehren 
wir die Grössen Vj, v^, Vg, Vq um je * ? so wird w\ in «^j + 3t, w^ in 
Wq— 3r übergehen und wir erhalten: 



2*-/s, =2'(- 1)''''+ "'•+■'''+ •'''?„ 



wobei /^ den Werth besitzt: 



fi=^^{v^,T)^i(Vi,T) 



«=6 



Addiren wir die Ausdrücke für f\ und /j, so ergiebt sich die 

elegante Formel: 2^(/; + /,) =2'*.> 

WO der Strich an der Summe bedeutet, dass über diejenigen i^' zu 
summiren ist, für welche: 

eine gerade Zahl ist "^'^ + "^''^ + "^'^ + "^'^ 

Auch hier ergeben sich durch Specialisirung einfache Trans- 
formationsgleichungen. Setzen wir z. B. die Argumente gleich Null, 
so erhalten wir die Formel: 

25) »,*W.x,* + V- yo' + »i'-^o') = 2(V + 4x0'. x^' + 4a;,«), 
die aus einer der früheren Gleichungen durch Quadrirung hätte ge- 
wonnen werden können. 

In ähnlicher Weise kann man weitergehen — indessen begnügen 
wir uns damit, drei weitere Additionstheoreme zwischen Producten von 
sechs Factoren anzugeben, ohne sie weiter auszuführen. 

Das erste gehört zu dem Schema: 



^1 1> 


f». = l, 


f*» I7 


/*4-3, *t6-3, 


l^fi-3 




h 


1, 


1, 


1, 1, 


1 


w, 6, 


-1, 


-1, 


-1, 


1, 1, 


-1 


;», - 3, 


-1, 


-1, 


-1, 


1, -1, 


1 


»», - 3, 


-1, 


-1, 


-1, 


-1, 1, 


1 


W4 - 3, 


4, 


-2, 


-2, 


0, 0, 





wj = 6, 


0, 


2, 


-2, 


0, 0, 





m, - 2. 


Das zweite entspricht deiu 


L Schema: 






**i = l> 


2, 


^»-1; 


^4 1? ^5 h 


N 1 




2, 




1 


Wi — 3, 


2, 


-2, 




— 1 , — 1 , 




Wg — 3, 


1, 


1, 


— 1, 


— 1 , — 1 , 


" 


m^ == 6, 


1, 


-h 


— 1 






m^ — 6, 


0, 


0, 




— 1 » 1 « 


— 1 


m^ - 1, 


0, 


0, 




1, — 1, 


^ 


m^ — 1. 



Krause, Doppeltperiodiache Ftmctionen. II. 
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§ 2. Die Transformation dritten Grades. 



Das dritte und letzte endlich kann dem Schema zugeordnet werden : 
^1=1» ^2=^ N = '^> f*4=-2, /ii5=2, |Uc=2| 



2, 


2, 


0, 


1, 


• 1, 





m, - 3, 


2, 


2, 


0, 


-2, 


-2, 





^«2 — 6, 


-1, 


1, 


2, 


1, 


-1, 


1 


m^ - 3, 


-1, 


1, 


-2, 


1, 


-1, 


-1 


m^ - 3, 


-2, 


2, 


0, 


-1, 


1, 





% 3, 


0, 


0,. 


2, 


0, 


0, 


-2 


w?ß — 3. 



Unter den Additionstheoremen, die zwischen Producten von acht 
Factoren bestehen, wollen wir zunächst das folgende ausführlich be- 
trachten: 

/*! = 1, f*« = 3, ft, = 1, ^4 = 3; /*r> =1; ^G = 3, /^7 '^ 1^ /^8 = 3 



3, 


1, 


3, 


1, 


0, 


0, 


<», 


(j 


m^ -G, 


1, 


-1, 


1, 


-1, 


0, 


ö, 


0, 





>», - 2, 


0, 


0, 


<», 


0, 


3, 


1, 


3, 


1 


»«ä = G, 


0, 


0, 


0, 


0, 


1, 


-1, 


1, 


-1 


;»i - 2, 


3, 


h 


-3, 


-h 


0, 


0, 


0, 





»«4 6, 


1, 


-h 


-1, 


1, 


0, 


0, 


0, 





'««- 2, 


0, 


0, 


0, 


0, 


3, 


1, 


-3, 


1 


»«, — 6, 


0, 


0, 


0, 


0, 


1, 


-1, 


-1, 


1 


JH,-2. 



Wir schreiben das Additionstheorem: 
26) 2\f\=^l\, 



wobei gesetzt ist: 



f = 8 



^1 ==n^^(^B, f*.^) 



e=l 



und P^ die frühere Bedeutung hat, nur dass nach e von 1 bis 8 zu 
multipliciren ist. 

Die Grössen //^ leisten den Congruenzen Genüge: 

//! = !h = wJörf 3, (/,^ = r/j ~ mod 3, 

//i -^ .% wiörf 6, .(/3 = //- mod G, 

Setzen wir an Stelle von: 



resp.: 



i\ 



, ^3 



Vj 



1 



1 



1 



1 



^^1+2' ^'2+2' ^3+2' ^*"^2' 



so geht u\ in «r^ + 2 über und wir erhalten: 



§ 2. Die Transformation dritten Grades. 19 

wobei gesetzt ist: ^-' 

Durch Addition ergiebt sich: 

wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass (/^ eine gerade Zahl 
sein muss. 

Setzen wir ferner: 

« = 8 



t\-iJ^o{^i,(^s^)> 



«=1 



so wird analog wie vorhin: 

oder also: ^"^ ^-r 

wenn wir die Bezeichnungsweise einführen: 

Nehmen wir an, dass t\ aus F^ entsteht, indem in den vier ersten 
Factoren eines jeden Productes an Stelle der Indices 3 und resp. 
2 und 1 gesetzt wird, so ergiebt sich auf ähnlichem Wege wie vorhin: 

sodass wir erhalten: 9'^(F — F^ = ^'3? 

wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass nur über diejenigen r/ 
zu Summiren ist, für welche: 

eine ungerade Zahl ist. 

Setzen wir ferner in den Ausdrücken für t\ und l'\ in den vier 
letzten Factoren eines jeden Productes an Stelle der Indices 3 und 
die Indices 2 und 1 und nehmen an, dass hierbei t\ in F^, F^ in F^ 
übergeht, so ergiebt sich: 

also wird durch Subtraction: 

2\F,-F,-F, + F,)^'2"'^„ 
WO nun der doppelte Index bedeutet, dass sowohl: 

n\ + n\ + n\ + n\ 

als auch: i » , , 

h', + r)', + v'i + '/,s 

ungerade Zahlen sein müssen. 



20 § 2. Die Transformation dritten Grades. 

Setzen wir die Argumente gleich Null, so erhalten wir rechts: 

2«. V(0, 6t) V(0, 2t) = 2«. V(0, 3r) «■„«(O, 3t) %\0, t) V(0, t). 
Die linke Seite wird: 

2* (V- V + yo* V + V- V + 2a;o*- y«*- ^8*- V 

- 2^0*. V- V- ^* - 20o'- ^0*- 9-j'- *2*)- 
Unter solchen Umständen erhalten wir die Modularbeziehung: 

27) ( 

l - 2t/o*. V- V- ^2' - 2 V- ^o'- ^2'- ^s' = 0. 

Diese Gleichung führt mit wenigen Schlüssen zu der gewöhnlichen 
Modulargleichung zwischen -^ und ^^ / - Wir haben dazu nur 
nöthig, an Stelle von r durchweg -^ zu setzen und die Beziehungen zu 

1 „ 1 • 1 . • iU 



V- V + V- V + V- V - W' Vo'- ^s'- V 



e von r durchweg 
berücksichtigen : 



Es kann nun noch eine grosse Fülle weiterer Additionstheoreme 
zwischen Producten von acht Factoren aufgestellt werden. Wir be- 
gnügen uns damit, die Schemata aufzustellen, zu welchen einige von 
ihnen gehören, ohne die Theoreme selbst näher durchzuführen und für 
die Transformationstheorie zu verwerthen. Nimmt man die Zahlen ^i 
alle gleich 1 an, die Zahlen m alle gleich 3, so gehört zu dem 
Schema der Grössen a: 



1 


1 


10 


1 - 


-1 


0-1 





-1 


10 0-10 





-1 


-1 0-1 


1 





0-1100 





1 


0-1-100 





1 


0-1-1 








10 1-1 


das Additionstheorem: 






28) ll»,(v„r)- 


=^'ii*3f^*K«^*,3r), 


wobei die Producte nach s von 1 bis 8 zu nehmen sind. 
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Ferner gehört zu dem 


Schema: 








2 2 


1 


1 1 


1 








2 -2 


1 


-1 -1 


1 








1 1 - 


-2 


-2 





1 


1 


1 1 


-2 


2 





1 


-1 


1 1 





-2 


-2 


1 


-1 


1 1 





2 


-2 


1 


-1 





1 


1 -1 


-1 


2 


2 





1 


-1 -1 


1 


2 


_ 2 


(las Additionstheorem: 













29) 



JJ«-,K,t) =2/7*a [f Jc"* + V„ 3r). 



Endlich möge auf das Additionstheorem aufmerksam gemacht 
werden, welches zu dem Schema gehört: 



.«. = 1, 


f4=3, 


ftj-1, 


/^4-3, lls^ 


1, N - 3, 


Pi-1, 


^8- 


3 




3, 




3, 


1, 3, 




3, 




m^-12, 


1, 


— 1 


1, 


-1, 1, 


— 1 


1, 






m,-4, 


3, 




-3, 


-1, 3, 




-3, 






m^ =- 12, 


1, 


— 1 


-1, 


1, 1, 




-1, 






m,-4, 


3, 




3, 


1, -3, 




-3, 






%-12, 


1, 




1, 


-1, -1, 




-1, 






m^-4, 


3, 




-3, 


-1, -3, 




3, 






nij- 12 


1, 




-1, 


h -1, 




1, 






ni^ - 4. 


So 


könnten wir 


weitergehen, 


indessen 


mögen 


die 


bisherigen 


Theoreme genügen. Jedenfalls geht 


aus ihnen hervor, 


dass 


w 


ir Trans- 



formationsgleichungen in grösserer Zahl als specielle Fälle allgemeinerer 
Gleichungen herleiten können, darunter solche, die mit wenigen 
Schlüssen zu der eigentlichen Modulargleichung zwischen: 

?^ und Mi^) 

^3 ^8 (0,3t) 

überführen. 

Die gewöhnliche Multiplicatorgleichung kann, wie unmittelbar klar, 
auf diesem Wege nicht ohne Weiteres hergestellt werden — wohl aber 
können wir Theoreme aufstellen, die durch Specialisirung Beziehungen 
zwischen den Wurzeln der Multiplicatorgleichung ergeben. Dabei ge- 
nügen unsere Betrachtungen unmittelbar, um alle Coefficienten der 
Multiplicatorgleichung, mit Ausnahme eines einzigen, zu berechnen. 



22 § 2- I^J6 Transformation dritten Grades. 

In der That, als Wurzeln der Multiplicatorgleichung können und 
wollen wir die folgenden Grössen zu Grunde legen: 



30) 



Ji,= V(0,^,J^):^/(0,T), 



n — l 



Jf,+i = (- 1) ' ?i V(0, nz) : ^3^(0, r), 

wobei n als ungerade Primzahl angesehen wird. 
Nun hatten wir gefunden: 

3 1 ) ^3 (r , — ^^) =2^«^^' ^, b I {n V, n r ) 
und um gekehrt: 

32) ^3l^](vii;, nr) + ^3[-r/l0^t^, >*0 = -^^-^''^sG'. " 
wobei gesetzt ist: si/r 






a = r '* 



Setzen wir in diesen Formeln v ^ 0, so erhalten wir die Be 
Ziehungen : „ _ i 

33) ^3(0, ^^^) - ^,(P,nt) + 22a^^'^,\fj]^0, nr), 

34) 2»3[.7](0, nr) -^ j^2c.-i'^^,{o, ^^>)- 

Aus diesen Beziehungen folgt unmittelbar, dass wenn n eine un- 
gerade Primzahl von der Form 4r + 3 ist, jedenfalls: 

sein muss, oder also wir erhalten den 

Lehrsatz: In einer jeden Multiplicatorgleichung, bei 
welcher der Transformationsgrad eine Primzahl von der 
Form 4r + 3 ist, besitzt der Coefficient von J/'* den Wertli 
Null. 

Nun folgt ferner für n =- 3 unmittelbar: 
^/(o, ~^—) - V + 8aP. V-^i + 24a^Q.x^\x,'+ 32x^.x,''+ IGae.x/. 
Hieraus folgt durch Anwendung unserer Additionstheoreme: 

»,\0, t)2m' - 12(V + Sx,x,') = 12#/(0, r), 
oder also: 

35) ^M'=12, 

sodass die zweite Potenzsumme unmittelbar bestimmt ist. 
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Ebenso einfach folgt: 
oder also: ^"^ 

Es zeigt sich also, dass unsere Betrachtungen unmittelbar zu der 
Berechnung von drei Coefficienten der Multiplicatorgleichung führen, 
sodass nur noch ein Coefficient unbestimmt bleibt. Zu demselben 
Resultat kommen wir durch die folgende Betrachtung. Es ist: 

^^^^]\P = 24(~ x/' + 20 . V- ^i' + 8a:/0- 
Wir wollen diesen Ausdruck durch c bezeichnen. Erwägen wir 
nun die Beziehung: ^ s jj 

so erhalten wir für M die Gleichung: 

37) jj/4_(> 3p_|^_3_. 

und das ist die Multiplicatorgleichung, die zu der Transformation 

dritten Grades gehört, wobei freilich noch ein Coefficient unbestimmt 

bleibt. 

§3. 

Die Transformation fünften Grades. 

Es soll nun in ähnlicher Weise die Transformation fünften Grades 
untersucht werden. Für den Fall von zwei Factoren erhalten wir das 
Additionstheorem : 

9i + 2.72 "^ mod 5. 
Setzen wir in dieser Gleichung v^ = Vg = 0, so erhalten wir die 
Multiplicatorbeziehung: 

2) V=-V+4a;,a;8. 

Unter den Additionstheoremen, die zwischen Producten von drei 
Factoren bestehen, heben wir die folgenden hervor. 
Erstens besteht die Gleichung: 

3) 2\ ^3(1;,, r) ^3(1;,, 2r) ^3 (v,, 5t) =^P,, 

wobei die Grössen ii\ tj, ff durch das Schema von Transformations- 
zahlen bestimmt sind: 111 

3 1 -1 
5-5 1. 
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Aus den Congruenzen für die Grössen g folgen die weiteren: 

g^ = ^^ 7)10(1 4 , (/j = —~ mod 8 , i/3 " mod 5. 

Wir wollen nun ähnlich wie früher die Methode der Substitution 
halber Perioden anwenden, um zu einfachen Relationen zu gelangen. 
Wir setzen an Stelle von: 

resp. : 

SO ändern iv^ und w^ sich um 1. 

Unter solchen Umständen erhalten wir: 

2». do(t)„ t) »,(v^, 2t) »,{v„ 5t) =2'(- 1> P„ 
wenn wir berücksichtigen, dass die Congruenz besteht: 

9% + ^^ ^9i ^>^od 8. 

Durch Addition ergiebt sich dann: 

4./;=2''^8[9i]K + i?„ 2T)&^[(i,]{w^+rj,, 4T)^3[g3](w.'3+ 1/3, 20r), 
wobei jetzt die Congruenzen bestehen: 

81 = 1 mod 2, Ö2 - ^ ''^<>^ 4, 93-0 w?orf 5, 

wobei ferner gesetzt ist: 

/i = ^3(v2,2r)[a"3(t;,,r)^3(t;3,5T) + ^o(«''n0^o(«^3;50]- 
Setzen wir ferner an Stelle von: 

resp.: ' r 5t 

^1 + 2 ' ^2 + ^, h+ 2' 
so ändert sich h\ um 2r. Mithin ergiebt sich: 

Durch Subtraction erhalten wir: 

(/i - Z^) ==2 ' '^s 1 9i] K + 1?,, 2 t) ^3 [9 J (ec;, + 7?2 , 4 t) ^3 [93] (f (^^ 

wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass rj\ + »y'g + ^'3 stets 
gleich 1 anzunehmen ist. Die Summe enthält demnach nur Glieder, 
die den Werthen entsprechen: 

9i = 0, 9^ = 0, 98 = 0, 

9i = 0, 9,= 2, 93=10, 
9i=l, 92=3, 93=5, 
9i=l? 92=1? 93=15- 
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Die soeben erhaltene Formel ergiebt durch Specialisirung eine 
<^nze Reihe eleganter Beziehungen, darunter solche, die schon von 
Sehröter in seinen citirten Arbeiten aufgestellt worden sind. Setzen 
wir die Argumente säramtlich der Null gleich, so erhalten wir die 
Modulargleichung : 

4) 2.do(0,2r)^o(0,4t)^o(0,20T) ^ ^,(0,t)^3(0,2r)^3(0,5T) 

+ #olO, t) ^o(0, 2t) ^o(0, 5t) - ^,(0, r) d,(0, 2t) ^, (0, 5t). 
In ähnlicher Weise ist das Additionstheorem zu untersuchen: 

wobei die Grössen iv,r],g vermöge des Schemas bestimmt sind: 

1 1 1 
5 1 -1 
6-3 1. 

Aus den Congruenzen für die Grössen r/ ergeben sich die weiteren: 
flj = 9, = nml 5 , g^^ ^? niod 8 , v- ^ v »loel 4. 



Wir setzen an Stelle 


von: 






resp.: 


»1 
^ 1 


«2 
V,- 


1 

2' 


femer an Stelle von: 




»1 
resp.: 


, Vi 




«s 



^'1+2' ^*^+ 2' ^3+5''? 
so ergiel)t sich nach ähnlichen Reductionen wie vorhin die Formel: 

2 (/, - /t) = 2 ^3 [9i] ('^1 + 1?„ 4t) ^3 [gj] (w, + i^j, lOt) ^3 1 83] {iv^ + rj^, 20t), 
wobei gesetzt ist: 

/i^ ^2(V8> 100 [^2^,0^2^; 50 - - '9^1 («^i;0 ^1(^2; 5^]. 
der Strich an der Summe bedeutet, dass: 

v\ + n\ + V'i 

ungerade ist und endlich die Grössen 9 die Werthe annehmen können: 

9i = 0, 9, = 0, 93=0, 

9i=l; 92-5? 98=5; 
9i = 2, 92 = 0, 93=^10, 

9i-^3, 9a — 5, 93=15. 



n 



20 § 3. Die Transformation fünften Gradea. 

Setzen wir die Argumente gleich Null, so erhalten wir die 
Modularbeziehung : 

6) ^3(0, t) ^3(0, 5t) ^3(0, 10t) + ^0(0, r) ^o(0, 5r) ^^(0, 10t) 

- ^j(0, t) ^2(0,5t) ^,(0, 10t) = 2^0(0, 4t) Oo(0, 10t) Oo(0, 20t). 

Unter den Additionstheorenien, die zwischen Producten von je 
vier Factoren bestehen, greifen wir das folgende heraus: 

7) 16.^3(t;i,t)^3(r„2t)^3(t;3, 5t) ^3(1;,, 10t) -^P,, 

m^ = 2, m^ «= 4, m^ « 10, m^ « 20, 

wobei die Grössen u',ri,fi vermöge des Schemas bestimmt sind: 

1110 
2-1 0-1 
5 0-11 
0-5 2 1. 

Um einfachere und übersichtlichere Relationen zu erhalten, wenden 
wir das alte Verfahren an. 

Aus den Congruenzen für die Gn'issen g folgen die weiteren: 

(j^ '1^ mod 2, //g e: }ywd 5, ^4—0 mod 10, 

Wir setzen an Stelle von: 
resp.: i ^ 2 ? 3 

«^1+2' *^2+^ ^^8+2' 

SO ändert sich ii\ um 2. Mithin erhalten wir: 

16 . ^0(^1, ^) ^3(^2, 2^) ^0(^3; 5r) .%{v,, 10t) -^{- r/'P, 
oder also: ^^ j—g- rv n 

^ fi-2jll ^3 L 2 J ^"'^ "^ '^^ ' '''^ ^^ ' 

/;-^-^3(i;2,2t)^3(r,,10t)[-^3(t;i,t)<^3(r3,5t)+i%(y,,r).\(r3,5r)], 

wobei die Grössen f/'g sich dadurch von den Grössen // unterscheiden, 
dass g\~0m()d2 ist. 

Jetzt setzen wir an Stelle von: 

resp.: ^'» ' ^^ ' ^'* 

115 
^1+2' ^'8-2' ^4-^' 

so ändert sich ii\ \xm 2, so dass wir erhalten: 
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/,- *,(i'„2r)*o(r„10r)[^„K,r)*,(r„5T) + *,(t;,,T) d-„K,5r)]. 
Durch Addition ergiebt sich: 

Hierbei nehmen die Grössen g die Werthe an: 

9i = 0, 3,-0, 9,-0, 9,-0, 
8i-0, 9. = 2, 9,-0, 94-10, 
Si=l, S« = 0, 9,-5, 94-10, 
9,= ], 9.-2, 9j = P, 94-0. 

Wir setzen an Stelle von: 

resp.: "i ^ »3 , ^\ 

r , 3.5r 3. 10t 

t'i + 2 ' *» + "2 ' ^'^ 2 ' 

so tritt an Stelle von: 

resp.: ' ' » 7 j 

w, + 4r, M'jj + 8r, iv^ — lOr. 
Mithin wird: 

/'s = ^s(f«, 2r) *,(f4, 10t) [*j(t;„ t) l^,(^„ 5t) + ^j(t„ t) *i(r„ 5»)], 
/4= *o{»«,2*)*.(»4, 10t)[^,(fj,T)*,(«„5T) - *,(»„t)*,(«„5t)|. 
Ferner setzen wir an Stelle von: 

resp.: * ; » ? s 

r 5r 

^'1+9' «^2 + r, 1^3+ Q^ 

SO tritt an Stelle von tt\:it\-\- 2t und wir erhalten: 

/;, - »t(v„ 2t) Oj(t>4, 10t) [*,(<;„ t) »,(»„ 5t) - fr, (v„r) fr, (t;„ 5t)J, 
/«=-•»,(»» 2t) fr,(r4, 10t) [fr, (t;„T) fr, (»„5 r) + fr,(t',,T)fr,(i;„5T)J. 
Durch Subtraction erhalten wir: 

Das ist die Endformel, die wir erhalten wollten. Durch Speciali- 
sirung ergeben sich einfache Modulargleichungen. 
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Setzen wir die Argumente gleich Null, so folgt die Relation: 
8) Ä= B, 

A «2^o(0,4t)^o(0,20t)[^o(0,2t)i%(0,10t) -'^3(0,2t)O-o(0,10T)], 

B « ^8(0,r) 0'2(0,5r) [0-3(0, 2t) ^^(0, 10t) - ^2(0,2t) O^CO, lOr)]. 

Aus dieser Relation ergiebt sieh unmittelbar die bekannte Modular- 
gleichung: 

9) p'^k (1/x - VI) « fin: (|/r - v^)- 

Unter den Additionstheoremen zwischen Producten von sechs 
Factoren, die in unserem Falle eine besonders wichtige Rolle spielen, 
greifen wir die folgenden heraus. Erstens nehmen wir das Theorem: 

« = 6 



10) J7*3(«'*,^)=2^*, 



«=1 



e = l 

welches zu dem Schema gehört: 

11111 

1 0-1 1 1-1 
1-1 0-1 1 1 
1 1-1 0-1 1 
1 1 1-1 0-1 
1-1 1 1-1 0. 

Aus den Congruenzen für die Grössen g folgen die weiteren: 

^4--2r/i- g^+^O's'inodb, 

(jr, - - g^-~ 2.^2 - 2g^ mod 5, 

.76 = - 2/7i + 2(72 - 9^ wz()rf 5. 
Die Grössen g^^g^^g^ bleiben willkürlich. Durch Specialisirung 
ergeben sich interessante Multiplicatorbeziehungen. Setzen wir die 
Argumente gleich Null, so erhalten wir bei bekannter Bezeichnungs- 
weise die Relation: 

11) V=^ <+ 12a:o(V+ V) + 60 V'^i^- V+ ^Ox^\x^^. 
Als zweites Additionstheorem nehmen wir das folgende: 



«::=6 



12) 4'']7#,(.„ft,T)-2^„ 



t = l 
f =6 



m^ =« m^ •= 2, m^ «= m^ «= 4, m^ = ?>z^. -« 20, 
wobei die Grössen Wjtj^g durch das Schema bestimmt sind: 
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1 


1 1 


1 





1 





1 -1 





1 





3 


1 1 


-1 





3 





1 -1 





-1 



5-5-5 1 
5 0-5 5 1. 

Es gelten hier nun die alten Betrachtungen wie früher. Wir erhalten 
eine Modulargleiehung durch Nullsetzen der Argumente, die aber wenig 
übersichtlich ist. Durch wiederholte Anwendung der Substitution 
halber Perioden kommen wir zu besonders einfachen Resultaten. 

In der That, zunächst ergeben sich aus den Congruenzen der 
Grössen y die weiteren folgenden: 

g^=-^lmodA, g,--^S>iod4, g, + g,- ^^'^ ^'\ nodH. 
Wir setzen jetzt an Stelle von: 
resp.: * " 

so gehen w^ und w^ über in w^+l und Wq + 1. Mithin ergiebt sich: 

Durch Addition erhalten wir: 

32./; -^^n^'-L'^J^"'* + In »'.0, 
wobei gesetzt ist: 

wobei femer die Grössen g'^ denselben Congruenzen Genüge leisten, 
wie die Grössen </^, daneben aber noch der Congruenz: 

g\ + V - mod 8. 
o 



Wir setzen zweitens an Stelle von: 
resp.: 



^2 , ^6 



^2+0' ^6-0' 



1 1 

so gehen tv^ und iVr, über in w^ + l, tv^ + i und wir erhalten: 

wobei gesetzt ist: 



30 § ^ I^i^ Transformation fünften Grades. 

/. = ^C"») »sM M"i) ^oC^ß, 5^) 1»b(^'i) «-sC^e^ÖT) + »„(v,) »„(v„ 5t)], 
wobei femer die Grössen g''^ den Congruenzen Genüge leisten: 

O t) 



g\ = - ^ nml 8 , <f\ - - "^ »lorf 8 , 

■^ '^ t -"^ ^ - mod 2. 
o 

Wir setzen jetzt an Stelle von: 
resp.: ^2 > ^s ; ^4 y ^6 

^'2+2' ^8+2' ^^+2' ^^"^2' 

so geht H\y ?t*j, ?r-, über in resp : 

n\-\-\, w'a + l, ;r^-l 
und wir erhalten: 

wobei gesetzt ist: 

/; = ^0 W ^0 W ^0(^4) ^u(^5, 5^) [^^{h) ^zih, 5t) + .^.(t;,) #,(«;«, 5t)] , 

A = ^3 W -ö-o W -^0(^4) •Ö'sC'^ö; 5^) [^3(^0 ^3(^*67 5^) + »\(«i) ^ü(^6» ^^)l- 
Durch Addition ergiebt sich: 

8F, ^ 8(/-, + A + /3 + /4) =2]7*''t3'l^""* + ''" "'*"'' 

fl, ^ - I' moiJ 2, 8i - - 5- »'0'' 2 , 95 - 8« = »worf 5 , 

93 - - 1^ wor/ 4, 9« = - 5 »>(xf -» • 
Wir setzen nunmehr an Stelle von: 
resp.: ^» f ^a t ^* > ^o 

T TT TT *^) r 

so geht ^r^j in t€^ + 2t über. Nehmen wir an, dass F^ von dem be- 
kannten Exponentialfactor abgesehen in F., übergeht, so folgt: 

oder also: ^^^^ _ ^^^ ^^T^^lfl^J^-^ + ^^' «^^)' 
wobei in der Summe jetzt: 

eine ungerade Zahl ist. 



§ 3 Die Transformation fiinfti^n Grades. 31 

Setzen wir endlich an Stelle Ton: 



resp.; 



t r r 5r 

^2+2^' ^8+2"' ^^+2' *^-''^Y' 



so geht «*, in ti\ + 2r über. 

Nehmen wir an, dass F^ und -F^^ hierbei von dem Exponential- 
factor abgesehen in F^ und F^ übergehen, so wird: 

Mithin erhalten wir das Additionstheorem: 

2(F, - F, - F, + F,) -2" J7*»[9fK«-. + V„ »h-^), 
wobei nunöfehr auf der rechten Seite die beiden Grössen: 

V\ + V'i + V\ + V'c 
und 

v'* + n\ + n\ + n', 

ungerade sind. Das ist die Endformel, zu welcher wir gelangen wollten. 
Setzen wir in ihr die Argumente gleich Null, so erhalten wir die 
Modulargleichung : 

13) A - B, 

A - »^*.%^ + V- K + *»*• V(V + %') + 2»o • *s • Öo . »sCV + *»') 

- 2d,\ 0,(*o . 00 + *, . 0,) + ^/. 0,*(*3* - V). 
J? - 8 V(0, 2r) V(0, 4t) do*(0, 20t), 

0a-'»a(O,5T). 

Mit dem soeben behandelten ist aufs Engste das Additionsthoorem 
verwandt: 

14) 2''JJ»,iv„ (i,r) ^'^P,, 

«(j -» )«j = 10, »»j — ^>^^ — 20, jh- — m^ •= 4, 
wobei die Grössen ii',i],f) durch das Schema bestimmt sind 

1115 

1 1-1 f) 
3 11-50 
3 1-1 0-5 

1-1-1 1 

1 0-1 1 Ol. 



32 



§ 3. Die Transformation fünften Grades. 



Aus den Congruenzen für die Grössen g folgen die einfacheren: 
^3 + ^5 ^ mod 4 , /74 + ^6 ^ mod 4, g^ + g^ ... 3 ((f^ + g^) mod S , 
^9i + hh - ^9, - mod 8, 2g, + 3.(7, - ^g, - w/o^/ 8, 

öl - ^i ^ (/3 ^- iU - ^ '''^^^ ö. 



Wir setzen nun der 



V, 



I. t;,+ 



5 



II 



V, 



IIT. V, 
IV. t;,+ 



V. v^ 



5r 



V. 



r- 



^2+ c 



Vo + 



2 
1 



v, 



2 



V« + 



5r 



Reihe nach an Stelle von 



V 



8 



V, 



Vr 



f» , 


»4 , 


»5 » 


^6- 


2' 


«8 , 


»4 


1 

"5 2' 


Ve 




1 

^»+2' 


f4+2' 


«5+2' 


«'S 




5t 


^5t 

«4+ 2' 


^'5 


"6 + 


T 

2' 


5t 


5t 

f4- 2' 


"5+2' 


h 





und stellen ganz ähnliche Untersuchungen wie beim letzten Additions- 
theorem an, dann ergiebt sich durch NuUsetzeu der Argumente die 
folgende Modularglei chung: 

15) A=B„ 

Ä, -= *,». d,* + »,'. V + (V + »,') öo*- Öj» + 2»o- *8 • öo • 9»(Öo» + 0,») 

- 2«-, . e,»(^o • »0 + *. • ö,) + «■,*. 08* (Ö,* - 00*), 

^, = 8 *o«(0, 10t) *,*(0, 20t) V(0, 4t). 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass wir diese Modular- 
gleichung auch immittelbar aus der vorhin aufgestellten hätten ab- 
leiten können. 

Zu neuen Modulargleichungen führt das Additionstheorem: 

IG) [l»A'^„i^B^)='^.ri»3\^'[\{u^s + V,,»h^), f-l,2,...(;, 

^j_^_^j, = l, jt^-^j_ ^g_5, 



n>, 



»», — 2, »Mj — 4, »»4=mj — 10, »»j-=20, 



bei welchem die Grössen iv, »;, (f aus dem Schema bestimmt sind: 

2-20000 
11110 
1 1-2 1 1 
0-5 1-1-1 
2-2 
5 5 0-2-1-1. 
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Aus den Congruenzen für die Grössen r/ folgt: 

g^-(h-(Jsfnod4, <j^^2g^'-(j^modA, g^^~A-^^^mod2, 

//i - mod 2, y^- y^ u mod 5, (ßr, ^ mod 10. 
Wir setzen nun der Reihe nach an Stelle von: 

1111 

t\ , r, , ^3+2' ^4—2' ^6-^2' ^6"^ 2' ^^1 ' ^^*~^' ^5 ' 

so ergiebt sieh vermöge ähnlicher Betrachtungen wie früher: 

^1 ■= /i + /« + /■» + /■* -2i7*» [9^] ('"* + '»« ' '«' ^)' 
g, = Of»od2, 04 = g^i - g, »wod 2, g5 = 2gj- gjmödS, g5 = 0»iöd2, 

wobei gesetzt ist: 

/". "= ^sK) *sK> öt) *g(t>5, 5t) «•»(Vß, 5t) 2), 

Jetzt setzen wir an Stelle von: 
resp.: 

Tt ^T ot Ott 

Nehmen wir an, dass bei der ersten Substitution von einem Ex- 
ponentialfactor abgesehen -Fj in t\, bei der zweiten F^ und F^ in 
2^3 und F^ übergehen, so ergiebt sich die elegante Formel: 

F,-F,- F, + F, -2"' J7^»[9*K«'. + 'Jn «»e»), 
wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass: 

v'i + v'i + v's + n'i 

ungerade Zahlen sind. ^ 

Krause, Doppeltperiodischo Fauctioneii. II. 3 



34 S 3- r)ie Transformation fünften Grades. 

Setzen wir die Argumente gleich Null, so ergiebt sich die 
Modulargleichung : 

17) A-B^ (\ 

B^^^\ 62 (03* + 00*) + ^, . 0,»(^8' + V) + ^2'- Oa'C^s • »8 + ^0 . %\ 
C» 8.^3(0,20^3(0, 10T)^o(<^^2r)^o(^;100^o(0;4T)do(0,20r). 

Die Additionstheoreme zwischen Producten von mehr als sechs 
Factoren sojlen kürzer behandelt werden. 

Für den Fall von acht Factoren greifen wir zunächst das Theorem 
heraus : 

18) 2\JY^3(t;,,^,r)-2Jnf^3ft]K + ^*'^^^)' *-l,2,...8, 

^1 ^ ^2 - #^8 - ^4- I5 ^5 "= f*6 - f*7 - /*8 - 5, 

mj — fWg— 2, ni3=W4— 4, mg— m^ — 10, iw^ — W8«=20, 
bei welchem die Grössen tv^rj^g aus dem Schema bestimmt sind: 






1 1 


1 


1 











1 


1 


-1 





1 











2 -1 


-1 








— 1 


— 1 


2 


-1 


1 










— 1 


5 











-1 


— 1 







5 





-1 












0-5 


-5 


2 












-5 


5 





2 


_ 1 





Aus den Congruenzen für die Grössen (j folgen die weiteren: 
f/ß = 3g^ + iig^ mod 4, y^ ~ 3e/i + 3^3 woöf 4, 
g^=2g^'- g^modS, g^=2g^- g^modS, 

9z ~- 9i ^od 2. 
Wir vermehren nun: 

1111 
erstens: Vi um -^; v^ um "-^^f v^ um — -0? ^8 ^^ 9"' 

1111 
zweitens: t\ um , t;^ um — q' ^i ^^ o' ^'« ^^ 9' 

drittens : v^ um — 1 , ^3 um -^- > v^ um ? r^ um ; i;^ um — -; 

und stellen ähnliche Betrachtungen wie früher an, so erhalten wir: 



§ 3. Die Transformation fünften Grades. 35 

95 ' 9» + 94 w«öd2, 97 - 29i - 93 modi, 

96 " 9i + 93 'inod2, 98-293-9^ modA, 
wobei gesetzt ist: 

/2-= ^0(^2) ^jK) ^3(^4) ^o(%, 5^) A, /4= ^oK) ^0(^3) ^o(t?4) ^0(^6, 5t)2), 

Um eine Relation zwischen den gewöhnlichen Thetafunctionen zu 
erhalten, müssen weitere Substitutionen halber Perioden angewandt 
werden. Wir begnügen uns damit, diese Substitutionen wirklich an- 
zugeben, ohne im Uebrigen die Schlussformel hinzuschreiben. Wir 
haben zu vermehren: 

erstens: v^ um -^ y 

tu 

zweitens: v^ um -^ t 

5r 
drittens: v^ um ^ > 

6i 



viertens: Vg um -^ ? 



^'3 


um 


X 

2' 


^-4 


um 


T 

2' 


% 


5r 
um g, 


«^3 


um 


r 

2' 


«^4 


um 


r 

-2' 


«6 


5t 
um ^, 


V« 


um — 


5t 

2' 


«■'7 


um 


5r 
2' 


»8 


5t 
um-g, 


^5 


um — 


5r 

2' 


Vj 


um 


5t 
2' 


«8 


5t 

um 2- 



5r 
2 

Bei diesen Substitutionen geht resp. über: w^ in w'j4-2t; iCg in 
w^ + 2t; w- in ic- + 10t; ?r^ in iv^ + 10t, während die anderen Grössen 
ungeändert bleiben. 

Ein weiteres Additionstheorem zwischen Producten von acht 
Factoren lautet: 

19) 2«. 27^3(1;,, ^,t) -^Yl^^^i.^. + ^n -^ri.z), 

/*1 = ^2 = f*3 = ^4 = 1 J f's == ^6 = /^7 = f*8 = 5j 

Wj = m^ = Wj, = ??i 4= 2, ^5 = Wj. = m^ = Wy = 10, 
wobei die Grössen iv^t\^ij aus dem Schema bestimmt sind: 



1 


1 


-1 





-1 











1 


-1 





1 





-1 








1 





1 


-1 








1 








1 


1 


1 











-1 













1 


1 


-1 








5 








1 


-1 





1 








5 





-1 





-1 


1 











5 





1 


1 


1. 



3* 



3G § 3. Die Transfonnatioii fünften Grades. 

Aus den Congruenzen för die Grössen ff folgen die weiteren: 

-^5= 9i + Oi + 9z'fno(U, 
-fh^ 9i-02 + 9A'nio(U, 

- 9i = -91 + r/s + 94. ^«^^^ 4; 

- r/„ = g^ -93 + 94. ^^o^? 4. 

Das Additionstheorem zeichnet sich durch eine grosse Symmetrie 
aus. Die Substitution halber Perioden führt zu ähnlich einfachen Be- 
ziehungen, wie die bisher aufgestellten. Wir haben im Ganzen acht 
Substitutionen anzuwenden. Bei den vier ersten hat man zu vermehren: 



«1 


um 


1 
2' 


Vi 


um 


1 
2' 


Vi 


um - 


1 
2' 


Vi 


um — 


5 

2' 


Vi 


um 


1 

2' 


Vi 


um — 


1 

2' 


Vi 


um 


1 
2' 


Ve 


um — 


5 
2' 


«1 


um 


1 
2' 


v» 


um 


1 
2' 


Vt 


um — 


1 
2' 


V', 


um 


5 
2' 


^2 


um 


1 
2' 


Vs 


um 


1 
2' 


v* 


um 


1 

2' 


V» 


um — 


5 

- - m 

2 



Hierbei geht resp. über: u\ in tVi + 2; u\ in «'g + 2; ««'3 in ?<?3 + 2; 
tr^ in H'4 + 2. 

Ganz analog lauten die Substitutionen um halbe Vielfache von r. 

Unter den Additionstheoremen, die zwischen Producten von je 
zwölf Factoren bestehen und die in grösserer Anzahl gebildet werden 
können, greifen wir die folgenden heraus. Erstens besteht das Theorem: 

• 

20) 2'*.JJö-,(i;„ .a,T) -2/7 ^^ftl^'" + ''^'"•*')' ' " ^'2,.. 12, 
J*i -/*«-;*»- /*4 ■= f*ü = fie - 1 ) Jtj - ;*8 - f*9 - /*io - f*a •= /*« = ö, 

wj, — »lg — 1, f»j— »»4-=2, f»j — »lg — 4, «»j — m^ — ö, «tj,""»iiQ— 10, 

Wh — »»12— 20, 

wobei die Grössen w,i]^g aus dem Schema bestimmt sind: 
1-10 1-10000000 
1-10-110000000 
1 1-1 00000 1 000 
00011100000-1 
0-1-1 2 0-1 -l 
1120001 10000 
0000001-101-10 
0000 00 1-10-110 
005000-1-11000 
000005000111 
0-5-5000011-2 
5 5 0-1-1-2 0. 



§ 3. Die Transformation fünften (Jrailcs. 
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Aus den Cougruenzen für die Grössen g folgen die weiteren: 
//s = //e + //9 niodA^ //u = - SflFg - 2f/io mod 8, 

/7i +ff^i20mod2, </7 + //«H mod2, ö'i + </j + i^i + !h ^ ih + üio^od2, 

Auch hier führt die Substitution halber Perioden zu eleganten 
Thetarelationen. Wir deuten die Operationen nur an, ohne sie wirk- 
lich durchzuführen. 

Wir vermehren: 



1 



1 



erstens: v, "ni-^> v^ um — - ; v^ um j Vr, um — -—) 

<a /i ^ ^ 



zweitens: i\ um > 



»'s «m-g» 



drittens: v, um -^j t', um — -^j »g um — —) v^ um — i 



1 



1 1 

t;,oUm --, «„um-g, 

1 
2 

1 



2 

1 



viertens: »^ um > «lo^i^ o ' ''n^™ "ö"' »«um > 



1 



1 



fünftens: »^ um -: > Vj um i Vg um — 1 j VioUm > t'num-g- 

Aehnlich lauten die Substitutionen um halbe Vielfache von r. 
Von grosser Symmetrie endlich ist das Additionstheorem, welches 
zu dem folgenden Schema gehört: 



1 - 1 







— 1 




















1 1 





— 1 






















1 1 


-1 






1 








1 





1 


1 1 


1 






1 





• 


- 1 





1 












-2 











1 


1 


1 1 


2 









































— 1 





1 


-1 


0" 


















- 


— \ 


1 





5 








5 


— 1 


— 1 


1 




1 -1 





5 





- 


-5 


— 1 


— 1 


1 - 


— \ 


-1 1 








-5 


-5 
















1 2 


5 5 














-1 


- 1 - 


-2 





0, 


wobei die Zahlen (t 


und 


m die 


folgenden Werthe annehmen: 


Ml — ^ - ^s - 


f*4- 


**6- 


■f»6 — 


1, 


V-i- 


■f*8- 


'Mo- 


<*10' 


-ft,l - 



ft« = 5) 



fMi=OTa = l, >Wg=m^=»»5=ms = 4, »n7=»ig-=5, »nj=m,o=m,i=»ii2 = 20. 
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Aus den Congrueiizen für die Grössen (f folgen die weiteren: 

5/73 = - ^10 - 9n + //ii *«ö^ 8 5 
5/7i= 9^ -On" Oiiinod^, 

96 =— ^9 + 9io - ^9n wod 8, 

96= ^ü +9io+^^9iiniod8, 

Ol + 9i = 9i + 9h = 9o+Oio^^ ^0^ 2. 

liier bleiben wir stehen. 

Die bisherigen Betrachtungen genügen zur gleichen Zeit, um die 
Multiplicatorgleichung, die zur Transformation fünften Grades gehört, 
bis auf einen Coefficienten zu bestimmen. 

In der That, wir setzen: 

21) M:-»,»(0,-^^-^^):»,\0,t), g-0,l,...4, 

22) 3/„-5.^,«(0,5r):V(0,t), 
dann gelten die Beziehungen: 

23) », (o, ^^^) - x„ + 2aix, + 2a*'a:„ 

a =» i 
und es wird: 

V(0,t) S, - 30(V + 4a;. . x,y = ^^ 9,* (0, t) ä/, 

V(0,t)'Ss- 10[13xo'+ 96a:o(V+ a;j,*) + 60.V-*i-aii+640.a:,»-V 



« — e ^ , 



24) 



^,«(0,t) Ä,- 70 (Xo« + 4a;, . x,) J\ 

Sa-^M". +b.2'>.x,'.x,\ 

Aus der vorletzten Gleichung folgt: 
25) 5f,-A 5,(25,--^-). 

Diese Gleichungen genügen für unsere Zwecke. 
Wir hatten nun gezeigt, dass die Gleichung besteht: 

somit ist der Werth der ersten Potenzsumme bestimmt und damit auch 
derjenige der zweiten. 

Ferner war gefunden worden: 

-^8^ - V + 12^0 (Xi^ + x^^) + 60 . ^0^- ^1*- ^2* + 40 . x^^ x^^ 
und es ist: 
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mithin ergiebt sich: 

lo'(^'^ - 20') - 8. V+ 96.x',(x,''^+ a;/) + 320. V ^2'+ 480. V- ^-^2', 
oder also: 

26) S, - 2^* + 80. 

Es ist demnach die dritte Potenzsumme und mit ihr nach den 
aufgestellten Formeln auch die vierte berechnet. Das Product aller 
Wurzeln der Multiplicatorgleichung ist unmittelbar bekannt, sodass 
wir die sämmtlichen Coefficienten derselben bestimmen können mit 
Ausnahme von p^ und zwar ergiebt sich: 

l>i=-10, i),= 35, p^ 60, i)4-55, i?6 = 5 

oder also wir erhalten die Gleichung: 

27) Xo« - 10 V + 35 V - 60 V+ 55 V + i^s^^o + 5 « 0. 
Hiermit schliessen wir die Transformation fünften Grades ab. 



§4. 

Die Transformation siebenten Grades. 

Es mögen jetzt die aufgestellten Additionstheoreme für die Trans- 
formation siebenten Grades verwerthet werden und zwar möge bemerkt 
werden, dass die hierauf bezüglichen Auseinandersetzungen von Herrn 
Röseberg herrühren. 

Wir nehmen zuerst das Additionstheorem: 

1) 4.»,(t'„T)#,(i;„7T) =2*3[2-]0*i + »Ji, 2t)Ö-3[^*](«;,+ %, 14t), 

welches zu dem Schema gehört: 

1 1 
7 -1. 

Aus den Congruenzen für die Grössen g folgen die weiteren: 

1 7 

Vermehren wir Vj um -^t v^ um ? so geht k\ in u\-{- 2 über 

und wir erhalten: 

4-»o(«nT)&oK,70 =2'(- 1)"*8[2]k+ »JnSt) »»[|]k+ »J,, 14t) 
oder also durch Addition: 



40 



§ 4. Die Transformation 8iel)ent<*u Cirades. 



wobei jetzt die Congrueiizen stattfinden: 

92 E: 7)10(1 7, fli rz ^ mod 2. 

T Ir 

Wir vermehren jetzt v^ um - j t\ um i so geht ^v^ in n\ + 2ir 

über und wir erhalten die Gleichung: 

2[#,(t;„r)»,(j;„7r)-»,(f„T)&,(t;,,7t)]2'(-l)*'"*8[9i](«'i+'J.>20»3r9i](«-.+'?ä,l4T). 

Durch Addition und Subtraction ergeben sich dann zwei Gleichungen, 
die schon von Schröter aufgestellt worden sind und lauten: 

(»3(1;,, r) *,(t;„ 7t) + »o(t;„T) *,(«„ 7t) + *j(v„T)*,(t>„ 7t) 

- *,(!;„ t) ^,(t;j,7t) = 2[*3(W„ 2t) <^3(«f„14T) 

+ itj(«<^„2t)*,0t'„14t)]. 

(^»(«'nO *!.(f2, 70 + *o(^'i, ^oC"«, "70 - *«K, «»(f» Jt) 

4-*,(f„t) »i(t;„ 7t) = 2[^o0c„2t)*<,0t'„14t) 

-*,(w„2t)^,(«'„14t)]. 

Unter den Additionstheoremen zwischen Producten von vier Factoren 
greifen wir das folgende heraus, welches zu dem Schema gehört: 

f*i = lj ft2 = l) f*8 = 7, /t4 = 7 I 



2) 



3) 



1 


1 


1 


1 


»»1-4, 


1 


-1 


1 


-1 


»'« 4, 


7 





-1 





Wj - 14, 





7 





-1 


m^ = 14, 



und lautet: 

4) 2^/7 *!>(^*' f»*o =277*3^2*]*^'''^ + ''*' '"'^^- 

Aus den Congruenzen für die Grössen r/ folgen die weiteren: 



2//, 



2.9«_ 



(7, = «;j»iorf2, </j=«;^5£0»iof?7, flr,+//j--^=0)«orf8, r/j-^j — ^-s=0»Jorf8. 



Setzen wir an Stelle von: 



v, 



V. 



resp.: 



1 



«'i + "ä ' "» 



V, , Vi 



' »'s- 2"' ''^ 



», 



«2+ 2' »'s 



1 

' ''*-2' 



SO tritt im ersten Falle an Stelle von xv^ : ^^3 + 2, im zweiten Falle 
an Stelle von n\ : u\^ + 2 und wir erhalten nach einigen einfachen 
Operationen die Gleichung: 
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2*. F. F, ^-^JY^sFfl.K^^'. + Ve. ^n,x), 

wobei die Congruenzeii bestehen: 

Schon hier könnten wir stehen bleiben, indessen können die 

Resultate durch Hinzunahme weiterer Substitutionen halber Perioden 

noch wesentlich vereinfacht werden. Wir setzen dazu an Stelle von 

7r 7r 

f, und Vj resp. v^+ i v^— ? so geht w^ in iv^+\4t über und 

wir erhalten: 

F, = ^, (t;, , t) »^ (p, , 7 r) - », (v, , t) *, («, , 7 t). 
Durch Addition ergiebt sich: 

2(F+ F,) F, -2'' 17*3 [flal ('"a + »?., »».'), 

wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass 1^3 eine ganze Zahl ist. 

7r 7r 

Jetzt setzen wir an Stelle von v^ und t;^ resp. Vg + ? v^ — ^ j 

so geht iv^ in ?r^+14r über und wir erhalten: 

2(F+ F,) F, -2'(- 1)""J7*3C9*J (^«'^ + »?.> »»aO, 
F, - *,(«,, t) d,(ü„ 7t) - »,(v„ t) »,(v,, 7t). 

Durch Addition erhalten wir die elegante Formel: 

(F + F,) (F, + F») -2T/*3t8*^ 0«'* + 'ya, »».^), 

wobei der doppelte Strich an der Summe bedeutet, dass sowohl t]^ als 
auch 1^4 eine ganze Zahl sein muss. Setzen wir in dieser Formel 

h'^ ^2^^ ^3^ ^a'^ ^1 ^^ ergiebt sich unter Zuhülfenahme der quadra- 
tischen Transformation die Modulargleichung: 

Dabei ist analog wie früher gesetzt worden: 

öa=-^a(0,7r). 

Wir haben, um zu der letzten Formel zu gelangen, die durch 
Substitution halber Perioden gewonnenen Gleichungen addirt. Hätten 
wir sie in geeigneter Weise subtrahirt, so ergiebt sich für die NuU- 
werthe der Argumente die Modulargleichung: 

6) (d-g . 63 + O-Q . 00 - -^2 . O^y ^ i^o^zOod^, 



42 § 4- I^ie Transformation siebenten Grades. 

Es möge noch ein weiteres Additionstheorem zwischen Producten 
von vier Factoren aufgestellt werden. 
Dasselbe gehört zu dem Schema: 

f*i "- ^ ^3 - 1 ^ ^3 ^ '^7 /^i •* 7 



und lautet: 



2 


2 


ü 





OT, — 2, 








2 


2 


»»2 — 14, 


1 


-1 


1 


-1 


»Js-4, 


7 


-7 


- 1 


1 


»1^ = 28 



7) 2*./7*8(t;„^,r) -2J7^3[|](^-*+ »?*' "»*')• 

Aus den Congruenzen für die Grössen g folgen die weiteren: 

g,+ i^+9s + j=0mod4. 



Wir setzen nun erstens an Stelle von: 
resp.: 



Vi , v^ 



so gellt it\ in ^^^^ + 1 über. Wir setzen zweitens an Stelle von v^^ v^ 

11 
resp.: v^+-^^ ^4+*^' ^o geht u^ in iv^-^-l über. 

Wenden wir dann die analogen Betrachtungen wie früher an, so 
ergiebt sich die Gleichung: 

2\F,. F, -217*3 [9a] («^'* + V,.m,r), 
wobei Öi= Ö2== ist und Qj und g^ die Werthe annehmen: 

9^:0, 1, 2, 3, 

9,:0,7,14,21, 
wäbrend F^ und F^ die Werthe haben: 

F, - ^sCvJ^sCvj) + *o(«'i)*o("»)r 
-P;» «•3K,7t)S',(i;„7T) + *o0'3, 7t)»„(ü„7T). 
Setzen wir endlich an Stelle von: 

resp. : 

so geht iv^ in w^-\- 4 t über. Bilden wir die entsprechende Gleichung, 
addiren und subtrahiren sie von der zuletztgefundenen und setzen die 
Argumente gleich Null, so erhalten wir die Relationen: 



^\ , 


V, 


7 


f» ) 


«4 






V,- 


r 

2' 




«4- 


7t 

2' 



§ 5. Die Transformation elften Grades. 
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■^^ (V+V)(Ö3*+V)+V.Ö,*-2»3(O,2r)»,(O,14r)(&,.0,+ &,.0„+»,.Ö,) 

^') (*s*+ V)(V+eo*)-*.*-0»*=4^^(O, 2t) *,(0, I4t) 

.4-^o(0,4T)»,(0,28t) + 2^o[l](0,4r)fr,[7J(0,28t). 

Bei Einführung der ursprünglichen und der transformirten Moduln 
kann die erste Gleichung auch geschrieben werden: 

10) (\ + h') (l + c') + kc - V(r+kf(l '+C-) (l+Vki^ + V¥?). 



§5. 

Die Transformation elften Grades. 

Für diese Transformation soll ein Additionstheorem entwickelt 
werden, wobei zu bemerken ist, dass auch diese Entwickelung von 
Röseberg aufgestellt worden ist. 

Das Additionstheorem gehört zu dem Schema: 



-1, 


2 


1, 


1 


11, 


/^i 


11 




1 







m. = 4, 


2 


-1 









1 




»1,-4, 


11 







1 




-2 




>»j — 44, 





11 




-2 




1 




»I4— 44, 



und möge geschrieben werden: 

1 ) 2'. »,(v,, t) »,(t;„T) »,(p„ 1 IT) &,(.„ 1 1t) -2n^» [j] ^«'^ + »?* ' '«* ^)- 
Die Grössen g leisten den Congruenzen Genüge: 

<7i = Sj + 2s, + l ISj »lod 8 , 

5^2= 2s,— Sj +lls^mod8, 

— Sj — 2s^ mod 8 , 



11- *' 



s, — 2S3 + s^ mod 8. 



11- "* *■''' 

Die Substitutionen, die in diesem Falle anzuwenden sind, sind 
aus dem Schema bestimmt: 



I. 



II. 



m. 






1 



"« - 1 , ««3 + -1 > 



»j- 1 



«4+2' 



4*4+4 , 



*'i+2"' *» + 



Ur 



j «j + r , «0, + 4t, 



llr 



IV- V% - "ö.' »'4 + -Q-' fi + '^ ) "'* + 4r. 



44 § 6- Aufstellung einiger allgem. Additionstheoreme für gewisse Zahlkategorien. 

Nach AnwenduDg der beiden ersten Substitutionen und durch 
Addition ergiebt sich: 

wobei die Grössen g^ den analogen Congruenzen wie die Grössen g 
aber nach dem Modul 4 Genüge leisten und /\ und f^ gesetzt ist gleich: 

/i - '^8(^1^^)^8(^3,11^) + ^o(^'n 0^0(^37 11^)7 

/2^ ^3(^^27'^) ^3(^47 110 + ^(^^2,0 »^(^4,114 

Wenden wir die Substitutionen III und IV an, subtrahiren und 
setzen die Argumente gleich Null, so erhalten wir die Transformations- 
gleichung: 

2) (*s . 63 + *o • %y - 2*2 . 0,(«-8 • Ös - *o • Öo) + *2*- %* - 4^, 
Ä = V(0,4t) V(0,44r) - 4V[1](0,4t) V[11](0,44t). 

Unter Hinzunahme der bekannten Beziehungen der quadratischen 
Transformation können wir diese Gleichung auch schreiben: 



= 2v^*o • *» • öo . 63 V2 W- Ö3* + V- öo' - ^2*- e,»). 

Unter Einführung der ursprünglichen und der transformirten 
Moduln können wir die Modulargleichung schreiben: 

(1 + y¥?y - yi' c (2 - 2i/äv - j/M -^ 2 ^F? 1/2(1- äc + ä-v). 

Diese Fälle mögen genügen um zu zeigen, wie man fiir die ein- 
fachsten Transformationsgrade mit Hülfe unserer Additionstheoreme 
Transformationsgleichungen ableiten kann. 

§ 6.*) 
Aufstellung einiger allgemeiner Additionstheoreme 

für gewisse Zahlkategorien. 

Ehe wir nun zu mehr systematischen Untersuchungen übergehen, 
wollen wir zeigen, wie für gewisse Kategorien von Zahlen aUgemeine 
Additionstheoreme aufgestellt werden können. 

Wir nehmen dazu zunächst an, dass die Zahlen ^ sämmtlich gleich 1, 
die Zahlen m sämmtlich einander gleich und zwar gleich dem Trans- 
formationsgrade seien, den wir als Quadratzahl w- annehmen wollen. 
Dividiren wir dann die Gleichungen, denen die Transform ationscoeffi- 
cienten Genüge leisten, sämmtlich durch }i^ und nennen die Grössen 
cirnin^ arst ^^ Icistcu die Grössen a^i den Gleichungen Genüge: 
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Versteht man daher unter //^g, . . . 6>._i,y unbestimmte Grössen, 
setzt ferner fest, dass: 

sei, so können die Grössen a bekanntlich durch die Ausdrücke dar- 



i^estellt werden: 



2(0ßrs 



2coßrr- Ji 

■^^^^ — - - -— « 



wenn unter B die Determinante verstanden w^ird: 

^hi "l2 • • • ^Iv 



B 



f>^j 6^j, . . . 62r 



^rl »>r2' • • t^n 



und ßrt den Coefficienten von ?>^, in B bezeichnet. 
Hieraus ergiebt sich der 

Lehrsatz: Lässt eine Zahl n sich in die Form bringen 

0^^ h^2 . .'hif 



n 



^il '^22 • • • '^ 



2v 



'vv 



-Ji, 



wobei die Grössen h die vorhin angegebenen Bedingungen 
erfüllen, so gehört zu dem Transformationsgrad n^ ein 
Additionstheorem zwischen Producten von je v Factoren, 
bei welchem die Zahlen fi links gleich 1, die Zahlen m 
rechts dagegen gleich n* sind und welches dem Schema 
entspricht: 

11 18 • • * 1 ^ 
Cvji ^jo • • • ('2v 



Uy \ (vf 2 • • • U'p V* 

In diesem Schema ist gesetzt: 

ar,=» 2(öj3r,5 »rr— 2G}ßrr— S- 

Die Grössen co und ß haben die vorhin angegebene Be- 
deutung. 

Setzen wir die Argumente gleich Null, so erhalten wir für die 
genannten Transformationsgrade Multiplicatorbeziehungen. 

Ein zweiter Fall ist der folgende. Hat der Transformationsgrad 
die Form 2", so kann jedenfalls ein Additionstheorem zwischen Producten 
von je 2" Factoren aufgestellt werden, bei welchem die Zahlen ^ links 
gleich 1, die Zahlen m rechts gleich 2' sind und welches zu einem 
Schema: 
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a 



11 



a 



ii 



" 'fhn — l 
• • ^2n— 1 



(In — n • • • (^n — l n— 1 

gehört, dessen Zahlen sämmtlich gleich + 1 oder gleich — 1 sind. 
Hierbei haben wir m = 2" + 1 

gesetzt. Der Beweis ist so einfach, dass von ihm füglich abgesehen 
werden kann. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass für die Zahl n ein Additions- 
theorem zwischen Producten von je n Factoren aufgestellt werden 
kann, bei welchem die Zahlen in links gleich 1, die Zahlen in rechts 
dagegen resp. gleich sind; 



m^^ n^ Wg— 2"^, 
und welches zu dem Schema gehört: 



mg — 



m„ « 2", 



1 

2" 





a 



11 



a 



11 



a 



n 



^^In — 1 

«m-i 

(l^n — l 







(In — 11 ' ' • 0,n—l n— 1- 



So gehört zu dem Transformationsgrade n « 9 z. B. ein Additions- 
theorem, welches dem Schema entspricht: 



1 
8 










1 

1 - 
1 

1 - 
1 - 
1 
1 

1 - 
1 - 



1 1 1 
-1 -1 -1 - 
-1 -1 -1 - 
-1 1-1 

1-1-1 

1 1 -1 - 
-1 -1 1 
-1 1 1 - 

1-1 1 - 

Die Zahlen ft haben den Werth 1, die Zahlen m dagegen sind 

resp. gleich: ^j « 9, m^ = 72, m^ - w^ m^ « 8. 

Wir können noch allgemeiner so sagen. Bestimmen wir ein Schema: 

^11 ^12 • • • ^1 « — 1 
^n ^22 • • • ^2» — 1 



1 
-1 

1 
-1 

1 
-1 
-1 

1 
-1. 



^Ä — 11 . •• ein — In — 1 

derart, dass die Zahlen ^ links gleich 1, die Zahlen m rechts resp. 
gleich sind: 
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»»1 = 2', t»s — 2'i, . . . »M„_i — 2'»-« 

so existirt für den TransformatioBsgrad: 

w-2''+l 

ein Additionstheorem zwischen Producten von je n Factoren, bei 
welchena die Zahlen (t links gleich 1, die Zahlen tn rechts gleich sind: 



m. 



n. 



mj — 2*. «, »»3 =■ 2''i, ... »»„ = 2*«-*. 



So gehört zu dem Falle « — 9 ein weiteres Additionstheorem, 
welches dem Schema entsprich! 

111111111 
8-1-1-1-1-1-1-1-1 
1 1 1 1 -1 -1 _l _1 




























































1 


1 


-1 


-1 


1 


-1 


-1 


1 


1 


-1 


1 


-1. 



-1 

1 

-1 





Die Zahlen m haben die Werthe: 

»Hj >= 9, Wg=72, »»8—8, »»4 — »»5= ••• W9— 4. 

Zu demselben Transformationsgrad gehört endlich drittens ein 
Additionstheorem, welches dem Schema entspricht: 

111111111 
8-1-1-1-1-1-1-1-1 
1 1 1 1-1-1-1-1 






1 


1 


-1 


1 





























1 


1 


-1 


-1 





1 - 


-1 





























1 


-1 





























1 


-1 





























1 


-1. 



Die Zahlen m haben die Werthe: 



m^ = 9, Wg = 72, W3 — 8, 



m. 



nh 



4, ttIq « /H7 = wig = m^ « 2. 



§7- 
Entrwiokelung von Additionstheoremen zwischen Producten 

von zwei Factoren. 

Nachdem nunmehr für einzelne Zahlen und Zahlkategorien Additions- 
theoreme aufgestellt und für die Transformationstheorie verwerthet 
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worden sind, gehen wir jetzt dazu über, in systematischer Weise für 
Zahlclassen die möglichen Theoreme zu entwickeln, und zwar legen 
wir als leitenden Gesichtspunkt zunächst die Zahl der Factoren zu 
Grunde, aus denen die einzelnen Producte bestehen. Das erste Problem 
lautet dann, es sollen alle überhaupt in Betracht kommenden Additions- 
theoreme zwischen Producten von zwei Factoren entwickelt werden. 
Dabei kommen nur diejenigen Theoreme in Betracht, bei welchen die 
Zahlen ft auf der linken Seite die Werthe 1, 2, w, 2w annehmen, die 
Zahlen m auf der rechten Seite dagegen die Werthe 2'', 2*n. 
Es besteht nun allgemein das Additionstheorem: 

welches zu dem Schema gehört: 

^11 «12 
«21 «22- 

Zwischen den Transformationszahlen bestehen die Gleichungen: 

^1 «11* +^2 «12^ - w*i; 

^l«2l'+/*2«22* "•^>^27 
^l«ll«21+fi2«12«22="0. 

Wir wollen nun die folgenden Werthcombinationen der Zahlen u 
und m ins Auge fassen: 

I. ft, — 1 , i^2 "" 1 ? ^^h "" 2''«, m^ -= 2*w. 
In diesem Falle nehmen die vorhin aufgestellten Gleichungen die 

oder also wir erhalten: ^ ^^ ^ ** ' 

Unter solchen Umständen ergiebt sich der 

XiGhrsatz: Leistet eine Zahl n der Gleichung Genüge: 

2'-n - «2 ^ |3* 

und ist: , . 

s El rmodz^ 

so gilt das Additionstheorem: 

^z (yi ? ^3 (^^2 7 ^) -=-2^3 '^1 J ( w^i , 2'- w t) ^s [// J ( W'^ , 2* w t) , 
welches zu dem Schema gehört: 

« ß 

wobei Q den Werth besitzt: 

» — r 

CO - 2" «~ 



l 
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Wir setzen jetzt: 

IL ^i'=l, fi2 = l; Wi = 2'", mj«=2*.n. 

Wenn dann r eine ungerade Zahl bedeutet, so ist der Ansatz 
möglich: ^, • . • 

wobei die Grössen a^ und o^g die Werthe haben: 

r— 1 



«11-Ö12-2 » 



Es müssen folglich die Gleichungen bestehen: 

2^a^l«-- 2*+'— i.n-0, 



2•+'•-l^^_2^a^8* -0. 



Mithin erhalten wir: 

a^i*«- «^2*— 2*""^.w 
und damit den 

Lehrsats: Ist r eine ungerade^ s eine gerade Zahl^ ferner 
n -» 2a'^ so gilt das Additionstheorem: 

welches zu dem Schema gehört: 

r — l r— 1 



2 ^ 2 



2 



2^« -2^«. 

Der Fall eines geraden r führt zu keinen irgend wie wichtigen 
Additionstheoremen, eben so wenig wie der Fall: 

f^i-l? ^-1; »Wi-2'-, Wi-2'. 
Wir nehmen jetzt: 

in. ^ — 1 , ^2 — 2, m^ — 2''. w, >w^ « 2*. n. 
Es muss dann die Zerlegung stattfinden: 

2^n-a^^*+2al2^ 
femer folgt unmittelbar aus den aufgestellten Gleichungen: 

a^l — ^ ^ . «12 , f^j2 "^ ^ • ^11 y 

oder also wir erhalten den 

Iiehrsats: Leistet eine Zahl n der Gleichung Gentige: 

2''.w-a«+2/J* 
und ist: 

s + \ — r : Owör/2, 

so gilt das Additionstheorem: 

Krause, Doppeltperiodische Fnnctionen. II. ^ 
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welches zu dem Schema gehört: 

a ß 

— 2(oß caa 

wenn a den Werth besitzt: 

9 — l — r 

o = 2 « . 

Hätten wir (i^^ 2^ gesetzt, so hätte sich wesentlich Neues nicht 
ergeben können, da wir die Quadratzahl ^ die in 2? enthalten ist, mit 
den Zahlen «^j* und a^^ zusammenziehen können. 

Wir nehmen jetzt: 

IV. |tti — 1 , |[*2 '^ 2, m^ — 2% m^ — 2*. n. 

Es müsste dann sein: 

2'- - a,i* + 2aA,*. 

Nehmen wir an, dass r ungerade ist, so folgt: 

r— 1 

«11 - 0, a^sj - 2 S 
ferner muss a^j *" sein oder also wir erhalten den 

Lehrsatz: Ist r eine ungerade Zahl und leistet n der 
Gleichung Genüge: 2'.n — a* 

so gilt das Additionstheorem: 

welches zu dem Schema gehört: 

2^ 

a 0. 

Analog wäre der Fall zu behandeln, wenn r eine gerade Zahl 
bedeutet, ferner führt der Fall: 

f*i — 1? f*2—2, m^ — 2'', m^^2* 

zu keinem irgend wie wichtigen Theorem. 
Wir setzen jetzt: 

V. fti = 1 , f*2 "* ^; ^^'i — 2'", ^>h — 2*. w, 

so gelten die Gleichungen: 

2^ — «ii*+«ai2^ 

2*. n — «21*+ wa^g*; 

«11^21 + na^^a^^ «= 0. 
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Sind die Zahlen a^^ und a^^ aus der ersten dieser drei Gleichungen 
bestimmt; so können wir 



* — r 



Si— - 2 ^ .Wtti2, 



» — r 



0-22 = ^ . (In 

setzen oder also wir erhalten den 

Lehrsatz: Leistet n der Gleichung Genüge: 

und ist s~.rmo(l2, so gilt das Additionstheorem: 

welches zu dem Schema gehört: 

a ß 

— cjßn cj«, 
wobei gesetzt ist: s—r 

o - 2~2~. 
Die beiden Fälle: 

jLii — 1 , fij — w, m^ — 2'". M, m^ =« 2*. w 
und: 

führen zu keinen irgend wie wichtigen Theoremen. 

Ganz analog wie der Fall V ist der Fall zu behandeln: 

VI. /*! — 1 , ftj — 2 m, m^ = 2'', m^ — 2'. w. 

Wir erhalten den 

Lehrsatz: Leistet n der Gleichung Genüge: 

2'-- a»+2w/J«, 

ist ferner sz.r + l7nod2, so gilt das Additionstheorem: 

^3(^1, ^) ^sK; 2nT) =^^^[9,](w,,2^r) ^^[g,](w,, 2'nT), 

welches zu dem Schema gehört: 

a ß 

— 2n(oß CO« 
wobei gesetzt ist: «— r— 1 

aj«2~~^~". 

Die weiteren möglichen Fälle führen zu keinem wichtigen Additions- 
theorem. 
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§8. 

Entwickelung von Additionstheoremen zwischen Froducten 

von je drei Factoren. 

Wir wenden uns nunmehr zu Additionstheoremen, die zwischen 
Producten von je drei Factoren bestehen. Hierbei können die Zahlen ^ 
die Werthe l,2,i*,2w annehmen, die Zahlen m die Werthe 2''.«, 2*. 

Wir setzen nun: 

I. /*! = 54 = /*8 ™ 1, ^^1 -" Wg — m^ -* n. 
Die Bedingungsgleichungen lauten dann: 

«21* + «22* + «23* ■- **> «rt «31 + «22 «3« + «28«d8 "=• 0, 
«81* + «32* + «33* ^ W 7 «31 «1 1 + «32 «12 + «33 «i3 = 0. 

Aus den Gleichungen folgen dann die Beziehungen: 

«11 • «12 * «13 '^ ^1 • ^2 • "8 5 
"l ■" «22 «33 ~ «28 «32? 
*2 '^ «23 «31 ~ «21 «33; 
O3 «« a^j a^2 ~ «i2«31' 

Unter solchen Umständen erhalten wir die Relation: 

oder also es muss n eine Quadratzahl sein. Ist diese Eigenschaft er- 
füllt, so können wir leicht mit Hülfe bekannter Parameterdarstellungen 
entsprechende Additionstheoreme finden. In der That, setzen wir — 

was stets mögKch ist: _/-- « , /,« , « , *« 

" yn ^ ar + ß + y^ + o", 

so können wir für die Zahlen a die folgenden Werthe wählen: 

a,^= a*-/J*-y*+(J^ a,,- 2(«^-y(J) , a„-2(«y + /J(J) , 

a„ 2(a/J + yd) , «,,- a»-/J»+y»-d«, «„-2(ad-^y) , 

«31 2(aY-ßS) , a«--2(a<J + /3y) , «„=«»+ ^»-y»-ä*. 

Es möge dieses das Gleichungssystem 1) sein, dann können wir 
den folgenden Lehrsatz aussprechen: 

Lehrsatz: Ist n eine Quadratzahl, welche der Gleichung 
Genüge leistet: ./- • , /,« i 2 i x2 

so existirt das Additionstheorem: 

jj^,{v,,t) -2iT^8f-'>^*K^^'..^^o, 6=1,2,3 

welches zu dem Gleichungssystem 1) gehört. 
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Wir setzen nunmehr c 

II. f»i — fij — /*s ■" 1 j % " ^''w, m^ - 2'w, 7W3 — 2'. 
In diesem Falle müsste sein: 

Ist t = ly so ist nur eine Zerlegung möglich: 

ist t = 2^ so ist ebenfalls nur eine Zerlegung möglich und zwar: 

4 «2* 

Auf diese beiden Fälle kann der allgemeine zurückgeführt werden. 
In der That, ist ^> 2, so müssen jedenfalls die drei Zahlen 
^31? ^3«} ^48 gerade Zahlen sein. Setzen wir: 

so würde folgen: *^ *^' 

2'-» - a'„» + a'„« + a'„» 

und daraus folgt die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar. Nehmen 
wir nun an, dass t ungerade ist, so folgt als einzige Zerfällung: 

2'- (2'") + (2"^), 
nehmen wir an, dass t gerade ist, die einzige Zerfällung: 

2' -= {2V . 

Wir wollen nun lediglich den Fall ins Auge fassen, dass t un- 
gerade ist, da der zweite Fall zu unwichtige Resultate ergiebt, dann 
können wir, ohne der Allgemeinheit im Wesentlichen Abbruch zu thun, 
annehmen, dass ^ — 1 ist und erhalten das Gleichungssystem: 

2r w - a,i* + a^,* + a^s*, a^^ - «12 — 0, 

2*. w « a^i* + a^8* + a^^% a^^ - a^^ «• 0, 

2 « 1«+ (- 1)S 2a,,a,^ + a,,a,^ - 0. 

Den Gleichungen wird Genüge geleistet, wenn wir setzen: 

.1 — r — 1 s — r-\-l 

• ^21 "^ ^ ' ^18? ^i8 "= ~~ ^ • ^ii« 

Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsatz: Lässt die Zahl 2^ n sich in die Form bringen: 

2'-.n-. 2a* +y« 
und ist r = s + lmod2^ so gilt das Additionstheorem: 

m^ « 2^^^, mg « 2*«, /w, = 2, 
welches zu dem Schema gehört: 
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a a y 

(oy (oy — • 2(oa 

1 -1 

wenn gesetzt ist: *— r— i 

Der hieran sich anschliessende Fall: 

f*i"=f*2" 1^8 — Ij Wi«2''.n, m^=2% m^^2' 
kann als zu unwichtig fortgelassen werden. 
Wir nehmen jetzt: 

III. |[tj « ^g — 1, ^a i= 2, m^ « Wg ^ m^-» n. 

Die Bedingungsgleichungen erhalten die Form: 

«21* + On + 2028* ■" ^; «^21 «31 + «220^32 + 2ai8«38 == 0, 

«81* + «32* + 2033^ « w, »31^,1 + ajga^g + 2a38a^8 — 0. 
Jedenfalls ist so viel klar, dass n das Doppelte einer Quadratzahl 
sein muss. Ist dasselbe der Fall, so ergiebt sich unmittelbar die 
Richtigkeit der beiden Sätze: 

Lehrsata: Ist n das Doppelte einer Quadratzahl und lässt 
es sich in die Form bringen: 

n - 2(a« + /J«), 

so gilt das Additionstheorem: 

^3(^1, ^) ^3(^27 ^)^8(«^3, 2t) ''2]J»,[g,Kw,,nT), 
welches zu dem Schema gehört: 

a aß 

ß ß -a 



Vi -vi "■ 



Lehrsatz: Ist n das Doppelte einer Quadratzahl und lässt 
es sich in die Form bringen: 

w«2(a«+2/J«), 

so gilt das Additionstheorem: 

^3(Vn ^) ^3(^-2; ^) ^3(«'3, 2r) =2i7 ^sl^f J (^^*' ^*^)' 
welches zu dem Schema gehört: 

a ß 



V 
V 



2 

2 « /» 

2ß -a 
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Diese beiden Sätze können aber verallgemeinert werden. 
In der That, wir wollen zunächst der einfacheren Bezeichnungs- 
weise wegen setzen: 

so muss n sich in die Form bringen lassen: 

Aus den Bedingungsgleichungen folgt: 

«n-~«2«- — «n 

sodass sich für a^, die quadratische Gleichung ergiebt: 

(«' + ß>i2' - 4/3y a,,a, « «». w - 2««. a,^ - 4a,«. yl 
Durch Auflösung der quadratischen Gleichung nach a.^^ erhalten wir: 

2ßyai±aß^V2n 

Die drei noch fehlenden Transformationszahlen sind genau so zu 
bestimmen, wobei zu bemerken ist, dass die gefundenen Werthe nur 
dann brauchbar sind, wenn sie ganze Zahlen sind. 

Wenn a* + ß^ gleich dem Producte einer ungeraden Primzahl 
mit 2 resp. einer Potenz von 2 ist, so ist dasselbe bei einem Vor- 
zeichen stets der Fall. 

Unter solchen Umständen erhalten wir den Lehrsatz, der die beiden 
vorigen als specielle Fälle in sich fasst: 

Iiehrsatz: Ist n das Doppelte einer Quadratzahl und lässt 
es sich in die Form bringen: 

n - a» + /}« + 2y« « 2{a,' + ß,^ + y»), 

so gilt das Additionstheorem: 

welches zu dem Schema gehört: 

-2aaiy±ßß^y2n 2ßyai ±aß^ l/2w 
- 2a/S, y ± ßa^ }/2m 2ßyß^ ± aa^y2n 



a*+ß^ a^+ß^ 

Ist z. B. w = 98, so ergiebt sich das Schema: 

8-4 3 

~5 "1 6 

3 9 2 



ßv 
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Der Fall, dass die Moduln auf den rechten Seiten gleich 2'".nT, 
2*.nr, 2'.nr sind, kann füglich fortgelassen werden. 
Wir wollen ferner die Annahme machen: 

IV. fii — 1, ^a^l? f^8'^2, W4=2''.w, mj=2*.w, m^c=2*. 

In diesem Falle müsste die Gleichung bestehen: 

2' = a,,2 + a,,^ + 2a^\ 

Nehmen wir jetzt an, dass ^ > 2 ist, so müssen die Zahlen 
^311 ^82? ^88 jedenfalls gerade sein. Dividiren wir daher die letzte 
Gleichung durch 4, so würden wir eine Gleichung von der Form er- 

halten: 2'-* - «^f + «Ü + 2«;». 

Wir können das Problem demnach bis auf die Fälle ^ — 1, ^ — 2 
reduciren. Wir wollen den Fall t ^l als zu unwichtig ausser Auge 
lassen, so bleibt f = 2 übrig und zwar können wir dann schreiben: 

4-P+l«+2.1«. 

Auf diesen Fall wollen wir uns beschränken und demgemäss setzen: 

^31 '^ ^'32 ^* ^*3s "■ ^ ^ 
Die Bedingungsgleichungen nehmen die Form an: 

2'". n - »11^ + a^,* + 2ai3*, a^^ + a^g + 2a^^ — 0, 

2». n « a^i* + o^g* + 2a,3^ a^^ + a^^ + 2ai^ « 0, 

(ii^a^i + «12«« + 2ai8%8 — 0. 
Aus diesen Gleichungen folgt: 

2^-\n^{a,, + a,,y+2a,,^, 
2'-^n»K + a,s)'+2a,3^ 

Kl + «is) («21 + «2«) + 2^18 «i8 - 0- 

Unter solchen Umständen erhalten wir den 
. Lehrsatz: Findet eine Gleichung statt: 

2'-i.'W-a«+2/S2, 
RO gilt das Additionstheorem: 

% — 2''. M, m, — 2*. n, Wj -= 4, 
welches zu dem Schema gehört: 

c}(a + 2/J), G}(a-2/3), - gj« 
wobei gesetzt ist: 
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t—l — r 
A öl — 2 « 

und: 

ist. Si:zl + rmo(i2 

Der Fall: 
f*!"*!? N"^^} f*8— 2, Wi«-2'"w, m,-2*, »»3—2' 
fahrt zu keinen wichtigen Resultaten^ ebenso wenig der Fall: 
^1 = 1; Ih-^y /^-2, w, = 2'-, Wi=2', Ws-2'. 
Wir nehmen jetzt: 
V. f*j— 1, f4— 1, f*8^^? Wi = 2'".«, m^— 2'.w, m,— 2'.w. 
In diesem Falle müssen die Gleichungen bestehen: 

^*ii* + «12* + ^«18* -= 2". n, »iia^i + ai,a„ + waija,» •- 0, 
»«1* + «»2* + w«i8* =- 2*. n, ögi «31 + a^a^^ + na^a^^O, 
«51* + «»* + w«s»* - 2'. n, a,!«^! + »,««12 + wa,5a,j - 0. 
Jedenfalls müssen die drei Ausdrucke: 

«(2'--V), n(2'-a,,% «(2'-V) 
sich als Summen zweier Quadratzahlen darstellen lassen. Dasselbe 
würde von den drei Ausdrücken gelten: 

Dann aber folgt, dass 2"— a^^^ einen Primfactor von der Form 
4/ + 3 nicht eine ungerade Anzahl mal besitzen darf. In der That, 
wäre dasselbe der Fall, so müsste ihn n auch eine ungerade Zahl mal 
besitzen, denn sonst könnte n(2''— «ij*) sich nicht als Summe zweier 
Quadratzahlen darstellen lassen. 

Dasselbe würde für: 

2- - a,,«, 2' - «33«, 2'- + 2' - (a,3 + a,,y etc. 

gelten, also müssten auch die Producte: 

«1 3 ^hs f ^28 ^88 9 %3 «1 8 

durch die Primzahl von der Form 4/ + 3 theilbar sein. Das führt zu 
einem Widerspruch, denn besässe z. B. a^^ den definirten Primfactor, 
so konnte ihn 2"— «13* nicht besitzen.* 

Unter solchen Umständen müssen die Ausdrücke: 

die Form haben : ^4^ _,_ ^^ ^^ 

— den Fall, dass eine der drei Grössen gleich Null ist, wollen wir als 
zu unwichtig ausschliessen. 

Unter solchen Umständen können die drei Grössen »^3, «,3, «,3 nur 

die Werthe oder 2 * , 2 ^ , 2 * annehmen. Alle drei Grössen können 
nicht von Null verschieden sein, denn es besteht ja die Gleichung: 
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2r "»■ 2' 2' "* ' 
und diese würde im Falle, dass die Grössen a die Werthe besitzen: 

zu einem Widerspruch führen. 

Ebenso wenig können zwei oder drei der Grössen a^j, a^j, a^ gleich 
Null sein — es bleibt also nur der Fall übrig, dass zwei von ihnen 
von Null verschieden, die dritte dagegen gleich Null sei. Wir nehmen 
an, es sei dieses a^j, so ergiebt sich: 

r — 1 g — 1 

»18 ==2 2 , ai3=2"2", «38=0. 
Die Bedingungsgleichungen nehmen die Form an: 
«11* + 0^12^ = 2'— 1. w, »11 «31 + «igasa = 0, 

«il^ + «23« = 2'- ^ n , «21 ^Sl + «i2 «32 = , 

«31* + «32* = 2'. w , «11 «^1 + «ij«^a + w« = 0, 

r+t— 1 

o) = 2 ^ . 

Die Bestimmung der noch fehlenden Grössen aus diesen Gleich- 
ungen hat keine Schwierigkeit. Wir erhalten den 

Lehrsatz: Lässt sich die Zahl n in die Form bringen: 
so gilt das Additionstheorem: 

^8(«^n^)^3(^2?'^)^8(«^85^*0=2iT^3f^fKw'£5»^5^); 

m^ = 2'". n, Wg = 2*. w, Wg = 2'. n, 
welches zu dem Schema gehört: 

r— 1 r— 1 r — 1 

2~2~a, 2~^~ß, 2~^, 
2 2«, 2 ^ /3, -2 2 , 

2^/3 , -2«« , 

Die Zahlen r und s sind ungerade, ^ gerade. 

Der Fall: 
fti = 1 , fig = 1 , ftj = M, mi = 2''. « , Wj = 2*. «, 7»3 = 2' 

kann wieder ausser Auge gelassen werden, da er nur unwichtige 
Theoreme ergiebt. 

Wir nehmen jetzt: 

VI. fti = l, f*2 = l, f^s'^^^ iWi = 2'".w, m2=2', ^3=2'. 
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Die Bedingungsgleichungen können geschrieben werden: 
^11* + ^12* + w«i8* = 2^ ai, a^ia^i + a^^a^^ + na^^a^^ = 0, 

«81* + «S2* + **«2»* ^ 2* 5 «ai «81 + ö^28»S2 + ^^hs^iz = 0, 
»81* + «'32* + ^* «88* =2' , «1 1 »31 + «12 «J2 + ^ «is «88 = 0' 

Aus den Bedingungsgleichungen folgt, dass a^^ und a^, durch n 
als theilbar angenommen werden können. Wir wollen setzen: 

«11 ^^ ^^1 «12 ^^ — ^ßy 

wir wollen ferner der Einfachheit halber a^j durch y bezeichnen, dann 
fol^ für n die Gleichung: 

Aus den Bedingungsgleichungen folgt: 

_ ß r 

«il "~ T «22 ~~ ~ «28? 

sodass wir für a^j die quadratische Gleichung erhalten: 

(a«+ /J*)a22*- 2/3ya^,a„- ««(2*- Ma,3*) ~ y*V- 
Hieraus folgt: 

«« = ^+k =^ ^/»^ ^^"' + ^'^ ^' - ""'• ^'- 

Wir erhalten für o^g einen rationalen Ausdruck, wenn wir setzen: 

und annehmen, dass r eine gerade Zahl ist. Unter diesen Voraus- 
setzungen nämlich können wir schreiben: 



«22 = 



aßy±aß,2^ 



a' + ß' 

Femer ist klar, dass, wenn a* + /}* eine Primzahl ist, jedenfalls 
das Vorzeichen so gewählt werden kann, dass a^g eine ganze Zahl ist. 
Wir wollen der einfachen Bezeichnung wegen setzen: 

r 

r±2^ ' 

W = -ir ^? 

ä'-^-ß^ 
dann kann der Werth von a^^ geschrieben werden: 

«22*^ ajSi^. 
Hiermit sind alle Schwierigkeiten überwunden, und wir erhalten den 
Iiehrsatz: Leistet n der Gleichung Genüge: 

so existirt das Additionstheorera: 
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m^ « 2'". w, Wj — 2'', Wj — 2'", 

welches zu dem Schema gehört: 

«w, — /Jw, y 

ccßw, — y + a*t<?, — /J, 

y±2^ 



?t' = 



Das Vorzeichen bei w ist so zu wählen, dass t(? eine 
ganze Zahl wird, r ist als gerade Zahl anzunehmen. 

Ein ähnliches Resultat würde sich ergeben, wenn wir die Be- 
dingung fallen lassen, dass r = s ist. 

Der Fall: 

1^1 = 1^ f*s=l, ^8=*^ ^^h-^'y m^^2% ^3=2' 
führt zu keinen irgend wie wichtigen Theoremen, denn aus der Gleichung: 

. ; »(^'+*'+^')=' 

würde folgen, dass n eine Potenz von 2 sein müsste. 
Wir kommen zu dem Fall: 

VII. fii = 1 , /i, = 2, f^s = w 5 % == 2''. n, m^ = 2*. n, m, = 2'. n. 

In demselben nehmen die Bedingungsgleichungen die Form an: 

«11*+ 2a,,«= n(2-- «,3«), a,,^+ 2a,,«^ m(2'- a,,«), 

«11 «ii + 2aisai, + nai8«i3 = 0, aiia3i + 2ai^a^^ + na^^a^ =- 0, 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich drei weitere, als deren Re- 
präsentant wir die Gleichung ansehen können: 

Kl + a«i)' + 2(ai, + a„y + M(a,3 + aj« = (2- + 20n. 

Aus unseren Gleichungen folgt, dass 2''— a^,* keinen Primfactor 
von der Form 8p + 5 oder 8^ + 7 eine ungerade Anzahl mal haben 
kann, denn sonst müsste n und mit ihm 2' — «28* ^^^ 2' — a^* ihn 
auch besitzen. Dasselbe würde dann för die Ausdrücke: 

2^ + 2' - Ka + a,^y etc. 

gelten, also müssten die Producte: 
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®l»^i8? ^j8^W? ^«8^1« 

durch eine Primzahl und zwar die vorhin definirte von der Form 
8p + 5 oder 8p + 7 theilbar sein. Das führt zu einem Widerspruch, 
denn besässe z. B. a^j den definirten Primfaetor, so könnte ihn 2'' — a^j* 
nicht besitzen. 

Unter solchen Umständen müssen die Ausdrücke: 

21 — a^3 , 2* — a^j , 2' - a^g 

die Form haben: ,_ . ^x«„ , ,o . «no> 

(8^ + 1)2-" oder (8 w + 3) 2^, 

wobei wir den Fall, dass eine dieser Grössen Null ist, als zu un- 
wichtig ausschliessen. 

Mit Hülfe weniger Schlüsse folgt dann, dass die Grössen a^g, a^g, a^ 
die folgenden Werthe annehmen können: 

r~l <— 1 < — 1 r— 2 « — 2 < — 2 

0,2«, 2^, 2«, 2«, 2^, 2«. 
Nimmt man die Gleichung hinzu: 

2'" "^ 2* 2' ' 
so folgt, dass zwei Fälle zu erwägen sind: 

r— 1 s — i t — 2 



1) a„=2 «, a„=2 * , «„ = 2 *, 

r— 1 * — 1 

2) a,g==2 2 , a,3=2 « , agg = 0. 

Im ersten Falle wollen wir der Einfachheit halber annehmen, dass: 

r = l, s = 2, t = 2 
sei, dann erhalten wir die Gleichungen: 

«11 «<i + 2a|2a^2 + w = 
etc. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich für a^ die quadratische 
Gleichung: ' 3^ ,__^ 

a„"+ 20^2 »^2= — ^^ , 

oder abo wir erhalten: 

%2 ^^ ~ «12 i «11* 

Die übrigen Grössen sind dann leicht bestimmt. Behalten wir 
das untere Zeichen bei, so ergiebt sich der 

Lehrsats: Lässt n sich in die Form bringen: 

w = a»+2/S^ 

so existirt das Additionstheorem: 
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M^i^ ^)^i(h^ 2t)^8(i;3, nr) -^[J^zlgsK^^'s^ ^^h^), 

welches zu dem Schema gehört: 

a /5 1 

-a + 2ß, -a-/J, 1 
-a-2|8, a — /S, 1. 

Der Fall allgemeiner Werthe r, ,s*, t ist ganz analog zu behandeln. 
Wir nehmen zweitens an, dass die Gleichungen bestehen: 



r— 1 «— 1 



und zwar möge wiederum der Einfachheit halber gesetzt werden: 

■ 

so erhalten wir den ^ "^ '■^ ***' = ^ > 

Lehrsatz: Lässt n sich in die Form bringen: 

7i = a*+2ß\ 
so existirt das Additionstheorem: 

m^ =^ 2w, Wjj = 2w, Wj = 2w, 

welches zu dem Schema gehört: 

a ß 1 

a ß -1 

2/3 -« 0. 

Der Fall allgemeiner Werthe r, s, t ist ganz analog zu behandeln. 
Den FaU: 

fti = l, ^3=2, (i^=n, Wi=2''.n, »»3=2*.«, m^-=2* 

können wir füglich wieder foi-tlassen und wenden uns sofort zu dem 
Falle: 

VIII. fij «= l , f*! = 2, ftj = w, w^ = 2''. «, m^ = 2*, m, = 2'. 

Wir wollen der einfacheren Bezeichnungs weise wegen setzen: 

a^ = aw, a^g = - ßn, a^g = y, 

wobei angenommen ist^ dass a^^ und a^g durch n theilbar sind. Es 
möge in Bezug hierauf auf einige frühere Bemerkimgen verwiesen 
werden. 

Dann folgt aus den Bedingungsgleichungen: 

2ßa^ - ya^^ 
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Setzen wir diesen Werth von a^j in die Gleichung ein: 

so erhalten wir für «^2 ®^^® quadratische Gleichung, aus welcher das 
Resultat folgt: 



+ 2i8*)2^~a,3«.2'- 



^*'~ a«+2/S»- a«+2/3«K 2» 



Es ergiebt sich für a^^ ein rationaler Ausdruck, wenn wir setzen: 

und zwar erhalten wir: 

a„= aßw, 

r 

y + 2 «" 
a« + 2/J» 

Ist a*+ 2/3* eine Primzahl, so kann das Zeichen stets so gewählt 
werden ; dass w eine ganze Zahl ist, wobei vorauszusetzen ist, dass r 
eine gerade Zahl bedeutet. 

Mit diesen Bemerkungen sind alle Schwierigkeiten überwunden. 
Wir erhalten den 

Iiehrsatz: Leistet n der Gleichung Genüge: 

n(a*+2/J^) = 2'--j/2^ 
so gilt das Additionstheorem: 

Wi = 2''w, Wg = 2'', Wj = 2'""'S 
welches zu dem Schema gehört: 

wa, — /3w, y 

— y + 2/J*«;, a/3t(;, a 

r 

y±2^ 



««+2/3« 

Hiermit sind wir im Wesentlichen am Ziele. Die fehlenden Fälle 
können entweder auf die bisherigen zurückgeführt werden oder sind 
so einfach, dass von ihrer Aufstellung abgesehen werden kann. 
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§9. 

Entwickelung von Additionstheoremon zwischen Producten 

von je vier Factoren. 

Wir nehmen nun an, dass die Zahl der Factoren in den einzelnen 
Producten grösser als 3 sei und zwar zunächst gleich 4 und wollen 
auch hier Additionstheoreme aufstellen. Hierbei gehen wir aber nicht 
so systematisch vor, wie in den vorigen Paragraphen, sondern be- 
gnügen uns damit, einige besonders einfache und naheliegende Additions- 
theoreme herauszugreifen. Dasselbe soll für den Fall von 6 und 
8 Factoren geschehen. Wir sind hierzu um so mehr berechtigt, als in 
einem der folgenden Paragraphen Regeln angegeben werden sollen, wie 
Additionstheoreme zwischen Producten von beliebig vielen Factoren 
in grosser Anzahl aufgestellt werden können. 

Wir setzen nun: 

In diesem Falle lauten die Bedingungsgleichungen: 

«n*+ öfi2*+ «as*+ «M*"" w, 

Diesen Gleichungen kann in einfachster Weise genügt werden. 
Wir erhalten den 

Lehrsatz: Lässt eine ganze Zahl n sich in die Form 

bringen: « = ««+/}«+ y«+ <J» 

— eine Annahme, die immer möglich ist, so existirt das 
Additionstheorem: 

n^ii^B,'') =2'iT*«rfi'JK,»»t), 6 = 1,2,3,4, 

welches zu dem Schema gehört: 

a ß y d 
ß —a d — y 
y — d —a ß 
d y —ß —a. 
Zweitens nehmen wir an, dass die Werthe vorgelegt seien: 

Dann werden die Bedingungsgleichungen: 

«ei*+ «£2*+ 20^8*+ 2a^4*= m,y 
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Diese Gleichungen lassen sich in besonders einfacher Weise auf- 
lösen, wenn wir setzen; 

Wir erhalten den 

Lehrsatz: Lässt eine ganze Zahl n sich in die Form 
brinjren: o «o ^ o ^ «>« 

so existirt ein Additionstheorem: 

für welches die Zahlen fi^ und m^ die Werthe besitzen: 
i^i= ^-^y f*»=^4=2, 2wi = 2m^=2n=m^=m^, 
und welches dem Schema entspricht: 

a ß y ä 

ß — ce d — y 

2y —2ö -a ß 

28 2y -ß -a. 
Drittens setzen wir: 

^1 = 1) ^2^1; ^8=*^> ii^=n. 
Die Bedingungsgleichungen nehmen die Form an: 

Die Gleichungen lassen sich in besonders einfacher Weise auf- 
lösen, wenn wir setzen: 

Wj = 2*. w = Wg, Wg = 2* = m^. 

Wir erhalten den 

Lehrsatz: Leistet die Zahl n der Gleichung Genüge: 

n(a^ + ß^)=^2'-y^-d% 

so existirt das Additionstheorem: 

f*i = ^2=^ i<*s=/*4=W7 Wi = m2=2'.w, m3 = W4=2', 
welches zu dem Schema gehört: 



na, nßy 


Y, 


d 




nß, — wa. 


-s, 


7 




7, ^; 


-«1 


'ß 




*? -y? 


/», 


— Of. 




Functionen. IT. 






ö 
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Viertens setzen wir: 

f*i = 1 ) ^2 = 2, ^8 = w, ^4 = 2w, 
so nehmen die Bedingungsgleichungen die Form an: 

a«i«ri + 2af2a^2+ *^««3^r8+ 2nag^aj.^= 0. 

Die Gleichungen lassen sich in besonders einfacher Weise lösen, 
wenn wir setzen: 

fWi = 2*. w, m^ = 2*+^ w, 1M3 == 2% W4 = 2*+^ 

Wir erhalten den 

Lehrsatz: Lässt eine Zahl 7i sich so bestimmen, dass sie 
der Gleichung Genüge leistet: 

w(a«+2/3*) = 2'-y«-2d2, 

so existirt das Additionstheorem: 

fti=l, f«g=2, ^8=w, /i4=2w; Wi=2*.w, »»2=2*+^^, »»3=2*, iW4=2*^~^, 

welches zu dem Schema gehört: 

wa, W/3, y, d 
2n/3, —»^a, — 2d, y 

2*, - y, 2/J, -a. 
Wir setzen fünftens: 

dann werden die Bedingungsgleichungen: 

Wir wollen zwei Fälle betrachten, in denen dieses Gleichungs- 
system ohne Mühe auflösbar ist. 

Zunächst setzen wir: 

Wj = W2 = 2n = 2m^ = 2m^. 

Dann ergiebt sich ohne Mühe der 

Lehrsatz: Wenn eine Zahl sich in die Form bringen lässt: 

w = (^Z - a + y j • 
so existirt das Additionstheorem: 
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fii = fi, = /*, = 1 , fi^ = n, m^ = )«j = 2w == 2 w^ = 2a»4, 

welches zu dem Schema gehört: 

a ß y 1 

a ß y — 1 

ß y a 

y a ß Oy 

a(et — l) 

Wir wollen nun zweitens annehmen — es ist das im Ganzen der 
sechste Fall, dass die Zahlen in die Werthe haben: 

Wj = 2*. w, fWg -= 2% W5 = 2', W4 = 2', 

dass femer die Grösse a^^ gleich Null sei. Dann folgt aus der Gleichung: 

dass wir uns im Wesentlichen auf die beiden Fälle zu beschränken 

haben: ^ r. /^ ^ 

r = 2, ^21 = 2, «28 = 0, c/j3 = 0, 

r = 1 , a^i — 0, «22= 1, «28 = - 1. 

Nur mit dem letzten Falle wollen wir weiter operiren. Wir 
setzen nun ähnlich wie früher: 

dann müssen jedenfalls die Gleichungen bestehen: 

^ - y = 0, «32 - «83 = 0, «42 - «48 = 0, 

sodass die übrig bleibenden Bedingungsgleiehungen die Form annehmen: 

2»=(a«+2/J^)n4-Ä^ 

2*=«8i*+2«32*+W«84*, 
2' = «41^ + 2«42- + ««44^ 

a«3i + 2/3«82+ wd«84=0, 

««41 + 2/J«42 + ^^«44 = 0, 
^81 ^41 + 2 ^82 «4« + M «34 «44 — 0. 

Demgemäss ergiebt sich für «3, die quadratische Gleichung: 
2<iit\2ß^+d') + 4«82W/3d«34= 2* - na^a^^^-nH^a^^ 

6* 
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Eine analoge quadratische Gleichung erhalten wir für die Grösse a^j. 
Die Gleichungen lassen sich in besonders einfacher Weise auflösen, 
wenn wir setzen: 

Wir erhalten demgemäss den 

Lehrsatz: Leistet die Zahl n der Gleichung Genüge: 

so existirt das Additionstheorem: 

welches zu dem Schema gehört: 

wa, w/3, w/3, tf, 

0, 1, -1, 0, 

^3H ^3«> ^38) ^J 

^41) ^42 7 ^42? ~"P? 

d««± 2/3*2* „ -S±2^ 



««+2/3* »* '^ «"+2/3 



8 
« 



_ - J ± 2 ^ _ 2/3^d±2^«^ 

«41 - - «P ^2^ 2ß' ' ^*^"" 2(a2+ 2|3«) ' 

Damit wollen wir die Additionstheoreme zwischen Producten von 
vier Factoren einstweilen abschliessen. 

§10. 

Entwiokeliing von Additionstheoremen zwischen Producten 

von je sechs und acht Factoren. 

Noch kürzer wollen wir in dem Falle verfahren, dass die Zahl 
der Factoren in den einzelnen Producten gleich sechs oder acht ist. 
Nehmen wir an, dass eine Zahl n sich als die Summe von sechs 
Quadraten darstellen lässt: ^ 

1 
so wird es im Allgemeinen nicht möglich sein, Additionstheoreme zu 
bilden, bei welchen die Zahlen ii sämmtlich gleich 1, die Zahlen m 
sämmtlich gleich n sind, während die Transformationszahlen Ofr vom 
Zeichen abgesehen gleich den Zahlen (ir sind, wohl aber ist es der 
Fall, wenn die Grössen a gewissen Bedingungsgleichungen Genüge 
leisten. Einen solchen Fall greifen wir heraus. 
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Nehmen wir das Schema: 



a^, 


^2J 


«3> 


»4, 


«5? 


«6? 


^i; 


-«i; 


«4J 


-«87 


«6? 


— «6? 


«a? 


ßii 


Ö^ÖJ 


Ö^«J 


»D 


«iJ 


«4? 


^37 


«6; 


-%; 


«i? 


-«n 


«5, 


»6> 


«n 


a^, 


^sy 


«4 7 


^6; 


-«6; 


«2? 


-«17 


«o 


«8» 



1) 



und bezeichnen es kurz durch 5, so wird zu ihm ein Additionstheorem 
gehören, wenn die Zahlen a den beiden Bedingungsgleichungen Ge- 
nüge leisten: 

< 

«1 («4 - «e) + «2(«5 - «s) + «3«6 - «4«6 = 0. 

Wir finden also den 

Lehrsatz: Leistet eine Zahl n der Gleichung Genüge: 

fi 

1 

während zwischen den Grössen ür die Bedingungsgleich- 
ungen 1) bestehen, so gehört zu dem Schema S das Additions- 
theorem: 

JT^sK) '^^IT^sf^f] (^^f ' ^^) £ = 1,2,... 6. 

Es stellt dieses Additionstheorem in speciellen Fällen eine Multi- 
plicatorbeziehung dar, welche zu dem Transformationsgrad n gehört. 

Aus den Gleichungen 1) könne» die sechs Grössen Ur durch vier 
geeignet gewählte dargestellt werden. 

Wir begnügen ims mit den folgenden Bemerkungen. Aus den 
Gleichungen ergeben sich für a^ und a^ die Werthe: 

^^^1 = (hW - «5^ + «5 («3' - O + ^(^A(^e((^3 - «5)7 

Es müssen also die vier Zahlen Oj, a^, «5, a^ so gewählt werden, 
dass die linken Seiten durch N theilbar sind. Es geschieht das zum 
Beispiel, wenn die Zahlen ag, a^^ öTj, a^ der Gleichung Genüge leisten: 

V+V- V-«4*=±l- 
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Setzen wir z. B.: «^- 

n = 365, 

so würde sich ein Additionstheorem ergeben, welches zu dem Schema 
gehört: 



2, 0, 

0, -2, 

1, 2, 



1, 2, 

2, -1, 
10, - 16, 



10, -16, 

-16, -10, 

2, 0, 

0, -2, 

1, 2, 

2, -1, -16, -10,. 0, -2. 

Ein weiterer specieller Fall ist eutfaalteu in dem 

Lehrsatz: Lässt eine ganze Zahl n sieb in die Form 
bringen: 



2, -1, 16, -10, 
10, - 16, 2, 0, 



2 



n = 7z f 



so existirt ein Additionstheorem: 

welches zu dem Schema S gehört, vorausgesetzt, dass ge- 



setzt wird: 

cc + ß 



öl 



a — ß 



a, 



6 



-^. 



2 ' ^« 2 

Für den Fall von acht Factoren möge zunächst ein Additions- 
theorem herausgegriffen werden, auf welches mich Herr College Rohn 
aufmerksam machte. Wir nehmen dazu an, dass die Zahlen fi sämmt- 
lieh gleich 1, die Zahlen m sämmtlich gleich n sind, so muss n sich 
als Summe von acht Quadratzahlen darstellen lassen. Die entsprechen- 
den Zahlen lassen sich dann unter Zuhülfenahme des negativen Vor- 
zeichens so permutiren, dass allen Bedingungsgleichungen Genüge ge- 
leistet werden kann. Wir wollen sie durch öi,aj,...ag bezeichnen 
und mit ihrer Hülfe die Schemata bilden: 



a 



1? 



a 



2) 



a 



8) 



a 



A> 



-aj, -Osji 



a 



S'i 



a 



47 



A = 



Oj, -a^, -o 



4J 



a 



87 



a 



9f 



Ö4, a^, «2, 



Ö4; -«3) 



^2, -«1 



a 



6> 



a 



67 



a 



7; 



a 



87 



B, 



— a 



6 7 



a 



67 



a 



'8? 



a 



77 



a 



77 



0^8) -«6? 



'67 



«87 -« 



75 



a, 



'6? 



a 



5) 



^= 


-«85 


-«n 
«4) 


-«0 






-O4, 


- «35 


-«*, 


-Ol. 




«6) 


«6) 


-a,, 


-«»? 


5,= 


«C5 
«7> 


— «SJ 


-«8, 
«6, 


«7, 




«8) 


«7, 


«6» 


«5- 
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Es gilt dann der folgende 

Lehrsatz: Lässt eine ganze Zahl n sich in die Form 
bringen: 8 

1 
— was stets möglich ist — , so gilt das Additionstheorem: 

welches zu dem Schema gehört: 

In analoger Weise ergeben sich die folgenden drei Sätze: 

Lehrsatz: Lässt eine ganze Zahl 7i sich in die Form 
bringen: 

n = a,'+a,'+ a,' + a/ + 2a,^ + 2a,' +2a,'+ 2a/, 
so gilt das Additionstheorem: 

^1 = /*a = ^3 = f*4 = 1^ f*6 = f*6 ^ ^7 = ^H = 2, 

»ii = Wg = tWg = m^ = M, Wß = Wß = m>j = Wg = 2w, 
welches zu dem Schema gehört: 

Lehrsatz: Leistet eine Zahl n der Gleichung Genüge: 

w(«i^ + «/ + «3* + V) = 2'* - «./ — %' - a/ - a/, 
so gilt das Additionstheorem: 

/*1 == /*2 =" f*S == /*4 = 1 > ^6 = ^6 = f*7 = f*H = W ) 

Wj = mg = m, = W4 == 2^ w, Wg = Wg = w^ = m^ = 2**, 
welches zu dem Schema gehört: 

-"27 -^2* 

Lehrsatz: Leistet eine Zahl n der Gleichung Genüge: 
nia,^ + 2a,^ + a,' + 2a,0 == 2'' - a/ - 2a,^ - a,^ - 2a/, 
so gilt das Additionstheorem: 
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f*l=f*8=^l; f*2=f*4=2, ^5=|U7=H, ^6 = /Ug=2M, 

t»i = Wg = 2'". n, mg = m^ = 2'"+^ n, m^ = iw^ = 2'", iWg = iWg = 2'"+^, 

welches zu dem Schema gehört: 

na^, na^, na^, na^, ag, a^, a,, a«, 
2waj, — wa^, —2^04, na,, —20^, aj, 2ajj, — Oy, 

wag, woj, -wa,, -^«27 «71 «8? — «6j — «6^ 
2Ma4, — ^öis? 2wa2, — wa^, 2a8, — flf?, 2ag, — «5? 

%» «o -«7^ -«8? -«n -ö»; «8? «4> 
2a6j -0^51 --2a8, «7, 20^, ~a,, — 2a4, a^, 

2a„ 07, 2ac, a^, --2a4, -Og, -2asj, -aj. 

Diese Additionstheoreme zwischen Produeten von acht Factoren 
mögen genügen. Zu bemerken ist, dass die beiden ersten zu Multi- 
plicator-, die beiden letzten zu .Modularbeziehungen führen. 

§11- 

Zusammensetzung von Transformationen. 

Mehrere der in den vorigen Paragraphen gebildeten Additions- 
theoreme können als Beispiele gewisser Sätze dienen, mit deren Hülfe 
aus speciellen Additionstheoremen allgemeinere hergeleitet werden können. 
Zu der Ableitung derartiger Sätze wenden wir uns. 

Wir nehmen dazu an, dass das Symbol: 

A= 

ein Additionstheorem definirt, bei welchem die einzelnen Producte 
aus n Factoren bestehen, bei welchem femer links die Zahlen ft^ , rechts 
die Zahlen iw^, vorkommen; wir nehmen zweitens an, dass das Symbol: 

in 12 > • • • ^In 

B= 

ein analoges Additionstheorem zwischen Produeten von n Factoren 
definirt, bei welchem links die Zahlen ft'^, rechts dagegen dieselben 
Zahlen m. vorkommen, dann definirt das Symbol: 
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A B 

A -B 
ein Additionstheorem zwischen Producten von 2n Factoren, 
bei welchen links die Zahlen /x^, ft'^, rechts dagegen die 
Zahlen 2m^y2m^ vorkommen. 

Der Beweis ist unmittelbar klar. Durch Specialisirung ergeben 
sich hieraus eine ganze Reihe von Sätzen. Wir greifen einige heraus. 
Lässt z. B. eine Zahl n sich in die Formen bringen: 

und: n = «!«+< 

n = h^^ + fc/, 

so existiren die beiden Additionstheoreme: 

f*i = l; ^=1 



a 



i; 



Qc 



a 



s? 



a. 



/i',-1, 


(l'.-I 


m 






m\ — n 
m\ — n. 



m^ = 71 und 
iW2= n 

Bezeichnen wir die beiden Schemata durch A und B, so existirt 
ein Additionstheorem zwischen Producten von je vier Factoren, bei 
welchem die Zahlen (i links der Einheit gleich sind, die Zahlen m 
rechts den Werth 2n besitzen, welches überdies zu dem Schema gehört: 

A, B, 
A, -B. 
Ganz allgemein können wir sagen, es gilt der 
Lehrsatz: Lässt eine Zahl n sich in die Formen bringen: 

und: n = a,«+V 

n =. \^ + 6/, 

so können mit Hülfe der Schemata A und B Additions- 
theoreme zwischen Producten von 2'"+^ Factoren aufgestellt 
werden, bei welchen die Zahlen ^ links den Werth 1, die 
Zahlen m rechts den Werth 2^w besitzen. 
Lässt sich ferner eine Zahl n in die Formen bringen: 

und- *^ = «i' + «2* + < + < 

n = h,^ 4 h,' + ?>3« + \\ 

so existiren zwei Additionstheoreme, welche den Schemata entsprechen: 

f*i = l; 1^2 = 1; H^h ^4 = 1 






On 



27 



a 



3; 



— a 



u 



— a 



47 



a 



3} 



a 



4; 



a 



1} 



und: 



a 



A> 



— a 



87 



a 



27 



«4 
«2 

a. 



m, = 



m, 



Vflo = 



w^ = 



n 
n 
n 
n 
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§ IJ. Zusammcnsetziiiig von Transformationen. 



**'.-!, 


(i\ 1, 

6„ 






1 




K 


m'j — « 


hy 


-K 


-K 


h 




m', = M 


h, 


K 


-K 


-h 




w', = M 


K, 


-K 


\, 


-K 




m\ — H. 



Bezeichnen wir die beiden Schemata durch A und ii, so existirt 

ein Additionstheorem zwischen Producten von je acht Factoren. bei 

welchem die Zahlen ^ gleich 1, die Zahlen m gleich 2n sind und 

welches zu dem Schema gehört: 

A, li, 

A, -li. 

Ganz allgemein ergiebt sich der 

Lehrsatz: Lässt eine Zahl n sich in die B^ormeu bringen: 

und: » = rt,*+a,«+ V+a«* 

« = &,* + K* + 6,« + h,\ 
so können mit Hülfe der Schemata A und 7^ Additions- 
theoreme zwischen Producten von 2^^+^ Factoren aufgestellt 
werden, bei welchen die Zahlen ^ links gleich 1, die Zahlen tn 
rechts gleich 2'". w sind. 

Lässt ferner eine Zahl n sich in die Formen bringen: 

so existiren die beiden Additionstheoreme: 

^1 = 1, ^2=2 



und 



«17 «2 

2^2, —«1 



Wj = 71, 
W2 = 2w 



m\ = n, 



w'2 = 2n. 



6^, ^i 

Bezeichnen wir die beiden Schemata durch A und B, so existirt 
ein Additionstheorem zwischen Producten von je vier Factoren, bei 
Avelchem die Zahlen fi die Werthe 1, 2, 1, 2 besitzen, dagegen die 
Zahlen m rechts die Werthe w, 2/*, n, 2w und welches zu dem Schema 
gehört: ^ 2^ 
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Oänz allgemein ergiebt sich der 

X^elirBatz: Lässt eine Zahl n sich in die Formen bringen: 

so können mit Hülfe der Schemata A und B Additions- 
tlieoreme zwischen Producten von 2*"+^ Fuctoren hergestellt 
werden, bei welchen die Zahlen /w. abwechselnd die Werthe 
1 un d 2, die Zahlen m abwechselnd die Werthe 2''.n und 2'"+^n 
aianelimen. 

Endlich nehmen wir noch den folgenden Fall. 

Leistet eine Zahl n den beiden Gleichungen Genüge: 

2*=ai«+nV, 
so gelten die beiden Additionstheoreme: 



f*l-l, 


(if-n 




na,, 


«1 


2' 
2'. « 



f*'l = l> f*'2=** 



und 






-h 



2' 

2'.n 



Bezeichnen wir die beiden Schemata durch Ä und B, so existirt 
ein JLdditionstheorem zwischen Producten von je vier Factoren, bei 
T^elclaeni die Zahlen jtt die Werthe 1, w, 1, n die Zahlen m die Werthe 
2*"*~*, 2*^"^w, 2^+^, 2'+*.w besitzen und welches zu dem Schema gehört: 

A, B 

A, -B, 
Ganz allgemein gilt der 

liehrsatz: Leistet eine Zahl n den beiden Gleichungen 
Genüge: 2'=a^+na,^ 

2'= V + «V, 

so können mit Hülfe der Schemata A und B Additions- 
th eoreme zwischen Producten von 2*"+^ Factoren hergestellt 
^w^ erden, bei welchen die Zahlen ^ abwechselnd die Werthe 
X und n, die Zahlen m abwechselnd die Werthe 2*+'' und 
2*'^''-w annehmen. 

Diese Beispiele mögen genügen, um die Bedeutung des allgemeinen 
lYx&orems am Anfange dieses Paragraphen klarzulegen. 
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In ähnlicher Weise kann ein zweiter allgemeiner Lehrsatz auf- 
gestellt werden. Wir setzen dazu analog wie vorhin: 

Ä = B= 

und nehmen ferner an^ dass die Zahlen /i^ die zu den beiden Schemata 
gehören, die nämlichen Werthe besitzen, während die Zahlen m bei 
dem ersten Schema die Werthe mj, Wj, . . . m», bei dem zweiten die 
Werthe w',, m^, . . • m'n besitzen sollen Leisten dann die Trans- 
formationszahlen den weiteren Gleichungen Genüge: 

SO gilt das Additionstheorem: 

A li 
B -A, 

bei welchem die Zahlen fi die Werthe haben: 

die Zahlen m dagegen resp. gleich sind: 

Auch dieser Satz lässt reiche Anwendungen zu. Wir greifen 
einige heraus. 

Ist n --=- 4a^, so gilt das Additionstheorem: 

a a a a 

a a — a — a 

(X — a — a a 

a ^ a a ^ a 

bei welchem die Zahlen ft gleich 1, die Zahlen m gleich 4a* sind. 
Femer gilt das Additionstheorem: 

j5 

0/300 

/J 

/J 

bei welchem die Zahlen ft wiederum gleich 1, die Zahlen m dagegen 
gleich /5* sind. Bezeichnen wir die beiden Schemata durch A und B, 
so gilt der 
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Iiehrsatz: Lässt eine ganze Zahl n sich in die Form 

so existirt das Additionstheorem: 

A B 

B -^, 

bei welchem die Zahlen ^ links gleich 1, die Zahlen m 
rechts gleich n sind. 

Ferner existirt das Additionstheorem: 

a ß — y 

ß — ce y 

y a -ß 

y ß a 

bei welchem die Zahlen ^ links gleich 1, die Zahlen m rechts gleich: 

cc'+ß'+y' 
sind. Femer gilt genau wie vorhin das Theorem: 

d 

Ä 

0-50 

0*. 

Da die Bedingungen des allgemeinen Theorems erfallt sind^ so 
ergiebt sich, wenn wir die beiden Schemata noch durch Ä und B be- 
zeichnen, der 

Xjehrsatz: Lässt eine Zahl n sich in die Form bringen: 

n^a^+ß'+y'+d\ 

so gilt das Additionstheorem: 

A, B 

B,^A, 

bei welchem die Zahlen ^ links gleich 1, die Zahlen m 
rechts gleich n sind. 

Endlich betrachten wir das Theorem: 



«. 


«> 


«» 


«; 


«> 


-«> 


a, 


-«, 


", 


«> 


-«, 


«, 


«, 


-«; 


-a, 


a 



mit den Zahlen ft = 1^ m = 4a* und das Theorem: 
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ß, y, 0, 0, 
-r, ß, 0, 0, 

0, 0, ß, y, 

0, 0, -y, ß 

mit den Zahlen {i gleich 1 , m gleich ß* + y*. , Auch hier sind alle 
Bedingungen erfüllt. Bezeichnen wir die Schemata durch Ä und B, 
so gilt der 

Lehrsatz: Lässt eine Zahl n sich in die Form bringen: 

n = 4u*+ß*+y*, 

so gilt das Additionstheorem: 

A, B, 

s, -4, 

bei welchem die Zahlen (i links gleich 1, die Zahlen m 
rechts gleich n sind. 

Wir können den Lehrsatz, für welchen soeben Beispiele gebracht 
worden sind, noch verallgemeinern. 

Unter denselben Bedingungen für die Zahlen a,rj^tr wie vorhin 
gilt nämlich das Theorem: a jy 

wobei die Zahlen links die Werthe haben: 
die Zahlen rechts dagegen: 

Wir wollen auch für diesen Satz einige Anwendungen geben und 

zwar analog wie bei dem vorhergehenden. 

Setzen wir: 

a a a a /3000 

a a —a -a 0/300 

a -a -a a j8 

a -a a ~a /J 

und nehmen an, dass n sich in die Form bringen lässt: 

so gilt das Additionstheorem: 

A, B, 

2J5, -A, 
bei welchem die Zahlen fi und m die Werthe besitzen: 

/*i = ^2 = ^3 = /^4 = 1 ? f*5 = f*6 = ^7 = f*d = 2 , 
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Unter der Voraussetzung femer, dass n der Gleichung Genüge leistet: 

gilt das Additionstheorem: 

A, B, 

bei welchem A und B die vorigen Schemata bedeuten und die Grössen 
a und }n die Werthe haben: 



Ih fh f*3 C* 


-1, 


f^s 


fe 


(i^ - f/g - », 


tn^ »ij Wj m^ 


2', 


»«5 


-OTj- 


«»7 = »»8 = 2''. M. 


Setzen wir femer: 










a ß -y 







<} 





ß a 
y a - 


-ß 






^-0 


<J 
-* 


y ä 


tt 







(J 



und nehmen an, dass n sich in die Form bringen lüsst: 

90 gilt das Additionstheorem: 

A, B, 

2B, - A, 

bei welchem die Zahlen ^ und m die Werthe besitzen: 

m^ == w^ ^ m^= t«4 = **; m^ == Wß = fw- = mg = 2«. 
Unter der Voraussetzung ferner, dass n der Gleichung Genüge leistet: 

a^+ ß'+y^+nd*==2', 

gilt das Additionstheorem: 

A, B 

nB^ —A, 

bei welchem A und B die vorigen Schemata bedeuten und die Grössen 
ji und 7n die Werthe haben: 

f*l = ^ = f^3 = f*4 = 1; /*5 = l«6 = 1^7 = /*8 = W; 

Wj = mg '^ mj = w*4 = 2'', mg = m^ = m7 = m^ = 2''. w. 

Endlich setzen wir: 

a a a a /3yOO 

a —a a — a — y /3 

aa— a— a 00/3y 

«— a—a « 0— y /3 

und nehmen an, dass n sich in die Form bringen lässt: 
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M = 4a*+2/J«+2j/«, 

dann gilt das Additionstheorem: 

A, B, 
2B, -A, 

bei welchem die Zahlen fi und m die Werthe besitzen: 

f^i=^ f*2= f*3- f*4=l^ 

f*6= f^6= i^7= ^8 = 2, 

Wß = Wß = W7 = Wg = 2m. 
Unter der Voraussetzung ferner, dass n der Gleichung Genüge leistet: 

gilt das Additionstheorem: 

^, li, 

bei welchem A und 7? die vorigen Schemata bedeuten und die Grössen y, 
und m die Werthe haben: 

/*1= f*2= f*3= f*4=l> 



f*6- 


a- 


Ih 


^8 


M, 




m, - 


»»,- 


mj- 


m^ 


Z', 




»»6- 


«Ig- 


fW^ — 


«tg 


2^. 


n. 



Diese Beispiele mögen genügen. Ein weiterer Satz kann in der 

folgenden Weise entwickelt werden. 

Es definire: ^ ^ 

"11 ^18 • • • ^1» 

A ötgj (I22 • • • öfgn 

öfil ö„8 . . . ann 

ein Additionstheorem mit den Zahlen fin f^2; "f^n li^^ks, tWj, Wg,. . .fw» 
rechts, femer definire: 

^11; ^12; • • • ^ir 

bvlj^p2) • • • ^»y 

ein Additionstheorem mit den Zahlen ^\j f^'s? • • • f*'»- üi^l^s, m'j, w'^, . . . fn\ 
rechts, wobei m^ = m\ sein soll, dann besteht auch das Additions- 
theorem : 
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ßjl, . . . 


«1«, 


^il9" ■ 


J>i9y 


aj,,... 


fll«;- 


" ^1 w • 


Wvy 


flfjjj, . . . 


O^n, 


0, ... 


0, 


Clnlj' ' • 


dnny 


0, ... 


0, 


0, . . 


0, 


'^il 7" ' 




0, ... 


0, 

1 


()y f • • • 
f 1 • 


'>►», 

1 



mit den Zahlen fti, ^a, • ■ • »w«, ft'i, • • • ft',. links und den Zahlen: 

2m^j 2m,, Wg, . . . m„, m\, . . . m\ 

rechts. Als speciellen Fall für dieses Theorem wählen wir den folgenden. 
Es möge gelungen sein, ein Additionstheorem zwischen Producten 
von n Factoren zu bilden, bei welchem links stets der Modul r, rechts 
stets der Modul mx steht. Die entsprechenden Transformationszahlen 
seien die Zahlen a^r, daun existirt auch ein Additionstheorem, welches 
dem Schema entspricht: 

öj, «ij, . . . flin 1 

«11 flfijj . . . üi^ —1 



a„ia„2. . . a«„ 0, 



bei welchem die Zahlen ii die Werthe haben: 

die Zahlen m dagegen resp. gleich sind: 

♦»1 = wi^ = 2m, m^ = m^ • • • m„4. i = w/. 

Zum Schluss möge noch der folgende Satz hervorgehoben werden. 

Es sei ein Schema von w' Zahlen vorgelegt a,r und ein Schema 
von w* Zahlen 6,^, das erste bezeichnen wir durch Aj das zweite 
durch li. Die Transformationszahlen mögen den Bedingungen Genüge 



leisten : 






f = 1, . . . w, r = 1, . . . w, 6=1,...«, *' ^ f , 
so gehört zu dem Schema von p* Grössen: 

Krause, Boppeltperiodiiche Functionen. II. 



> 



G 
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^ jB 0...0 
^ J? 0...0 
A B 0...0 



B 0...Ä 

ein Additionstlieorem, bei welchem die einzelnen Producte aus gn Grössen 
bestellen, die Zahlen ^ gleich sind: 

die Zahlen m die Werthe besitzen: 

Wj + m',, m^ + m\j . . . w„ + w'„, tw^ + m\, . . . m„ + m'«, etc. 

Dieser Satz lässt wiederum reiche Anwendungen zu. 
Nehmen wir an, dass der Transformationsgrad m sich als Summe 
zweier Quadratzahlen darstellen lässt: 

so können wir setzen: 

a /J, ß — a, 

aß, -ß a, 

wobei die Zahlen fi gleich 1, die Zahlen m und m! gleich n sind. 
Mit Hülfe dieser Schemata erhalten wir eine unendliche Fälle von 
Additionstheoremen, die wir zu dem Grade 2n gehörig ansehen können. 
Wir greifen die beiden Transformationen heraus: 

a ß ß — a 

a ß —ß a 

ß — a a ß 



und: 



— ß a a ß 

a ß ß -a 



a ß -ß a 

ß -a a ß 

-ß a a ß 

ß -tt a ß 

* -ß a a ß 0. 
Ganz allgemein gilt der 

Lehrsatz: Lässt eine gerade Zahl n sich in die Form 

so können unendlich vieledazu gehörende Additionstheoreme 
aufgestellt werden, bei welchen die Zahl der Factoren der 
einzelnen Producte gleich 2q ist, bei denen ferner die 
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Zahlen (i gleich 1, die Zahlen m gleich n sind, g kann jede 
ganze positive Zahl bedeuten. 



Setzen 


wir 

• 


femer: 
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SO gilt der 

Iiehrsatz: Lässt eine gerade Zahl n sich in die Form 
bringen: ^ _ 2(a«+ /3»+ /+ *>), 

so können mit Hülfe der Schemata A und B unendlich viele 
Additionstheoreme aufgestellt werden, bei welchen die 
Zahl der Factoren der einzelnen Producte gleich 4p ist, 
bei denen ferner die Zahlen fi gleich 1, die Zahlen m gleich n 
sind. 
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Zweiter Abschnitt. 

Die Entwickelnng der doppeltperiodischen Functionen 

in trigonometrische Keihen. 



§ 12.») 

Zusammenstelliing einiger fundamentaler SS.tze 
über doppeltperiodische Function. 

Im ersten Bande dieses Werkes sind die verschiedenen Arten von 
doppeltperiodischen Functionen definirt und eine Anzahl von Sätzen 
über dieselben entwickelt worden. Wir wollen einige derselben, die 
für die folgende Theorie der Entwickelnng in trigonometrische Reihen 
von besonderer Bedeutung sind, hier nochmals aufstellen. 

Unter einer doppeltperiodischen Function dritter Art mit den 
Perioden 1 und r verstehen wir eine eindeutige Function der com- 
plexen Veränderlichen r, welche den Gleichungen genügt: 

1) /•(^ + i) = ^^+^/C^), 

2) /'(r + r) = e«'«' + *i./'(iO. 

Die beiden Grössen a und a^ sind nicht ganz willkürlich gegeben, 
leisten vielmehr der Gleichung Genüge: 

3) a^^ az -\- 2nniy 

wobei n irgend eine ganze Zahl bedeutet. 

Die Definitionsgleichungen können in mannigfache Formen ge- 
bracht werden. Unter ihnen greifen wir die folgenden heraus. 

Führt man statt der Function f(v) die neue Function: 

ein, so genügt diese den Bedingungsgleichungen: 

4) . F{v + 1) = F{v), 

wobei zur Abkürzung: 
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gesetzt ist. Ist n = 0, so ist die dazu gehörige Function F(v) eine 
floppeltperiodische Function zweiter Art. 

Ist n von Null verschieden, und setzen wir: 



^(.) = F{r-^) 



SO leistet g}(v) den Gleichungen Genüge: 

G) (jp(r + l)-=<p(», 

7) (p{v + t) =- ('^"'''"(pir). 

Ist n gleich Null, überdies X auch gleich Null, so werden diese 
speciellen doppeltperiodischen Functionen mit dem Namen der doppelt- 
periodischen Functionen erster Art bezeichnet. 

Diese doppeltperiodischen Functionen lassen sich nun als Summe 
gewisser einfacherer Functionen darstellen. Nimmt man zunächst die 
Lnendlichkeitspunkte alle von einander verschieden an, so bestehen 
die folgenden Sätze: 

I. Die doppeltperiodischen Functionen dritter Art, bei 
denen die Zahl der Nullpunkte grösser ist als die 
Zahl der Unendlichkeitspunkte, lassen sich linear aus 
Functionen von der Form zusammensetzen: 

wobei n — 1 gleich der Differenz der Zahl der Null 
und Unendlichkeitsstellen ist und die letzteren alle 
von einander verschieden angenommen aind. 

Als specieller Fall ergiebt sich: 

IL Die doppeltperiodischen Functionen zweiter Art mit 
lauter verschiedenen Unendlichkeitspunkten lassen 
sich linear aus den Functionen: 

^1 (v - ?>,) 

zusammensetzen. 

Ferner fanden wir das Resultat: 

III. Die doppeltperiodischen Functionen dritter Art, bei 
denen w Unendlichkeitspunkte mehr als Nullpunkte 
vorhanden und die Unendlichkeitspunkte von ein- 
ander verschieden sind, lassen sich linear durch die 
Grössen darstellen: 

#3(y — 6, t) d'a(nv,nT) 
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Im Falle der Functionen erster Art modificiren sich die Resultate. 

Wir fanden: 

IV. Die doppeltperiodischen Functionen erster Art mit 
lauter von einander verschiedenen Unendlichkeits- 
punkten lassen sich linear aus den Grössen zusammen- 
setzen: ^^(v-h) 

Die Coefficienteu sind bei all diesen Darstellungen vollkommen 
bestimmt worden. 

Treten mehrfache Unendlichkeitspunkte auf, so müssen die 
DiflFerentialquotienten der angegebenen Functionen nach gewissen 
Grössen hinzugenommen werden. Wir wollen der Einfachheit halber 
zunächst immer annehmen, dass die Unendlichkeitspunkte sämmtlich von 
einander verschieden sind. Der entgegengesetzte Fall wird später be- 
handelt werden. 

Das Problem, die allgemeinen doppeltperiodischen Functionen in 
trigonometrische Reihen zu entwickeln, ist dann darauf zurückgeführt, 
die in den aufgestellten vier Sätzen enthaltenen Primfunctionen in 
solche Reihen zu entwickeln. Mit diesem Problem wollen wir uns 
zunächst in ausführlicher Weise beschäftigen und zwar behandeln wir 
zunächst den Fall, dass die Zahl der Nullpunkte grösser oder gleich 
der Zahl der Unendlichkeitspunkte ist. 

§13. 

Darstellung aller ganzen transcendenten doppeltperiodischen 
Functionen dritter Art durch trigonometrische Beihen ohne 

Kenntniss ihrer Nullwerthe. 

In § 81 des ersten Buches ist eine Methode angegeben worden, 
wie die ganzen transcendenten doppeltperiodischen Functionen dritter 
Art in trigonometrische Reihen entwickelt werden können, wenn ihre 
Nullpunkte bekannt sind. Es kann das genannte Problem aber auch 
ohne Kenntniss ihrer Nullpunkte gelöst werden und zwar in der 
folgenden Weise. Wir legen als Bedingungsgleichungen vier ver- 
schiedene Formen zu Grunde. Zuerst mögen die Gleichungen bestehen: 

\ /•(?; + l) = e-'»»-"(2f + 2a + T)^(i,)^ 

wobei n eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, so folgt nach 
unseren früheren Erörterungen: 

2) f(v) =^Cr .e-2''''•^ ^^{nv + na — rt^ nr). 
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Die Grössen Ct sind unbekannte Grössen. Um sie zu bestimmen, 
setzen wir an Stelle von v der Reihe nach: 

r, t? H — > r i — i • • • f H ? 

n n n 

dann folgt durch Addition aller entsprechenden Gleichungen unmittelbar: 

nc^^^(nv + na, nr) = ^jiv H — j 



oder indem wir etwa v = setzen: 



3) nc^^^(7ia, nr) ^ y^fQ' 



Damit ist die eine Constante c^ bestimmt. Ganz analog können 
die übrigen gefunden werden. Setzen wir: 

2rtt 



a = e „ , 



so ergiebt sich: 

Ganz analog gestaltet sich die Darstellung, wenn wir die Be- 
dingungsgleichungen wählen : 

f At' + i) = /'00, 

wir erhalten nämlich die Form: 

6) /'O') =^^Cr . c-2'»«''^ ^^{nv + na — rr, nx). 

Die Bestimmung der Constanten folgt wie vorhin. 
Anders gestaltet sich die Sache, wenn die Function den Gleich- 
ungen Genüge leistet: 

Nehmen wir zunächst das obere Zeichen und wählen n als ungerade 
Zahl, so wird: 

8) f(v) =^y^Cr.e--''^''\^^(^)iv + na — rr, nr). 

Wir setzen jetzt an Stelle von v der Reihe nach: 

^2 ^ 2('/i-l) 

n n 

dann wird zunächst: 

9) «^*.(««,«t)=2/"(.J' 
überdies allgemein: 

10) ncs^^{na — 6r, nr) = Va^*''. /(- J. 
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Die Summen sind nach r von bis n — 1 zu nehmen. Damit 
ist dieser Fall erledigt. Analog gestaltet sich die Sache für das 
untere Zeichen. Wir haben für dasselbe zu setzen: 

11) fXv) = ^Cr . e-2««>p. 0"i(wi? + na — rr^ m). 

Jetzt sei n eine gerade Zahl, dann setzen' wir im Fall des oberen 
Zeichens: 

Die rechte Seite schreiben wir: 

+ c„ + i. e-'"'^»+^)^a"3(u?; + na - (n + 1)~, nr) 
+ c^ . 6'""^"'^ -^3 inr + na — ' -? 7it] 



Wir setzen jetzt an Stelle von v der Reihe nach: 



2 4 

n n 



'V + 



2(n^l) 



n 



multipliciren die Gleichungen der Reihe nach mit: 

1, of, a*, . . . a**~^ 
und addiren, so ergiebt sich: 



n\ c^ . c—^'^ . 0-3 (nv + >^« — -^? '?^) 



»— 1 



oder also indem wir etwa v = setzen: 

n c.^Ana — - ? ut ) 

L ^ ^ \ 2 / 



13) 







Setzen wir überdies in der vorletzten Gleichung an Stelle von 
f : y H — und dann v = 0, so erhalten wir die weitere Gleichung: 



n 



14) 



n 



|^C^^3(^im--^;W.rj 



- c.+i*3(wa - (» + 1) 1, «r)] = e^^a''-/^--,^ -)- 



§ 14. Einführunpf der Aiipeirschen und ilhnlicher Functionen. 89 

Diese beiden Gleichungen ergeben dann die Bestimmung der beiden 
Constanten c^ und Cn^i- Genau so können die übrigen Constanten 
berechnet werden. 

Im letzten Falle endlich haben wir zu setzen: 

wobei dann die Constanten analog wie im vorletzten Fall zu bestimmen 
sind. 

§14. 

Untersuchung des Falles, dass die Zahl der Nullpunkte grösser 
oder gleich der Zahl der Unendlichkeitspunkte ist. Einführung 
der Appell'schen Restfunction und damit zusammenhängender 

Functionen. 

Nachdem der specielle Fall der ganzen transcendenten doppelt- 
periodischen Functionen betrachtet worden ist, wenden wir uns nun- 
mehr zu dem allgemeinen Falle, dass die Zahl der Nullpunkte grösser 
oder gleich der Zahl der Unendlichkeitspunkte ist und zwar wollen 
wir den ersten Fall allein ins Auge fassen. Wir haben gezeigt, dass 
wir uns dann auf die Functionen beschränken können, die den Gleich- 
ungen Genüge leisten: ^^^ _^^^ _ ^.^^^^ 

^■* 1 /•(!' + t) = c-2'»''*Y(?;), 

wobei n eine ganze positive Zahl bedeutet, die daneben eine einzige 
beliebig vorgelegte Unendlichkeitsstelle v = ??, besitzen — abgesehen 
von Vielfachen von 1 und r. 

Es ist nun nicht schwer, derartige Functionen zu bilden und 
zwar sind es die Functionen: 

^ ^ ß2/tivmn fjmn(m — 1) p^nivi 

Diese Functionen leisten, wie nicht näher ausgeführt zu werden 
braucht, allen aufgestellten Bedingungen Genüge — sie sind es, die 
Halphen, von ganz unwesentlichen Aenderungen abgesehen, in seinem 
citirten Lehrbuche auf Grund der Appeirschen Arbeiten einer Theorie 
der Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen dritter Art in 
trigonometrische Reihen zu Grunde legt. Die Aenderung besteht darin, 
dass in dem Halphen' sehen Lehrbuche das Zeichen {— 1)'" hinzu- 
genommen wird. 

Nun haben unsere Primfunctionen, um deren Entwickelung es 
sich handelt, die Form: 
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An Stelle von b^ wollen wir uns 

r ST 
2""^ 2 

gesetzt denken, wobei r und s zwei beliebige ganze Zahlen bedeuten, 
an Stelle von 7i ferner n + 1, so können wir, von einem Exponential- 
factor abgesehen, der für unsere Theorie ohne Belang ist, unsere 
Primfunctionen schreiben: 

^a\(n + 1) (v + a), (n 4- l)r] 

Um die Entwickelung um den Unendliehkeitspunkt zu einer be- 
sonders einfachen zu gestalten, wollen wir an Stelle der soeben ge- 
nannten Function die weitere einführen: 

l ^^\(n -f 1) (v + ö), (u -f 1)t]^^ 

^ ^fi(y7'^)^Y\('^^ + 1)«? (7^ + 1)^1 ' 
wobei y der Index der Thetafunction ist, welche bei der Entwickelung 
des Zählers um den Nullpunkt des Nenners als constantes Glied auf- 
tritt. Es wird derselbe in den einzelnen Fällen noch ausführlich 
angegeben werden. Dabei ist die Voraussetzimg, dass der Nullpunkt 
des Nenners ^ft(v,r) nicht etwa auch ein Nullpunkt des Zählers ist. 

Alle diese Functionen von v sind doppeltperiodische Functionen 
dritter Art mit einem Unendlichkeitspunkte, die gewissen Bedingungs- 
gleichungen Genüge leisten. Dann folgt aus der allgemeinen Theorie, 
dass aus der Appell' sehen Function weitere Functionen hergeleitet 
werden können, die denselben Bedingungsgleichungen wie unsere Prim- 
functionen Genüge leisten und denselben Unendlichkeitspunkt besitzen. 

In der That, nehmen wir die Function: 

jt ■^l(t;,T)^,[(;^ + l)a,(w.f l)r] ' 
so leistet diese den beiden Gleichungen Genüge: 

(/•(«+ 1) = - fiv) 



3) 



/ . 2(n+l) , \ 



{f{v + x) = e V ■ - ' //•(,), 
besitzt überdies den Unendlichkeitspunkt: 

Multipliciren wir nun die Appell'sche Function mit dem Factor: 
£0 erhalten wir eine Function von v, die den Gleichungen Genüge leistet: 

/•(d + t) = 2. e- «"'■"'. /■(«). 
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Um die vorhin genannten Bedingungsgleicliungen zu erhalten, 
hal>en wir ferner an Stelle von v zu setzen: 

a(n + 1) . r r 
n 2 2n 

damit endlich der Unendliehkeitspunkt v = herauskommt, muss an 
Stelle von v^ gesetzt werden: 

('M + l)a t X 
' n ^ 2 ^ 2n 

Auf diesem Wege gelangen wir, von unwesentlichen Constanten 
abgesehen, zu der Fimction: 



^—^ sinniv + mr) 

die den von uns aufgestellten Bedingungsgleichungen Genüge leistet, 

wobei gesetzt worden ist: 

^x , (/* + l)a 

o) M- =t; + - — — . 

n 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass in der Wahl 
der Function F^^ (v, a) eine gewisse Willkür liegt. Wir können noch 
unendlich viele andere Functionen derselben Art herstellen. Es ge- 
schieht dieses z. B. wenn wir uns an Stelle von w gesetzt denken 

It 
fv -\ — und die auf diese Weise entstandene Function mit e*'*»»» uns 
n 

multiplicirt denken. Wir wollen aber zunächst die aufgestellte Function 
beibehalten. 

Die bisherigen Betrachtungen sind völlig einwandsfrei, wenn n 
eine ganze positive Zahl bedeutet und zwar gelten sie für beliebige 
Werthe von a, während v von den Werthen: 

verschieden sein muss. r + st 

Ist dagegen n = 0, haben wir also den Fall der doppeltperiodi- 
schen Functionen zweiter Art vor uns, so können wir die Appell 'sehe 
Function nicht ohne weiteres als Ausgangspunkt nehmen. Wohl aber 
können wir auch in diesem Falle die Function F^^ {y, n) unter gewissen 
Beschränkungen in Betracht ziehen. 

Die Richtigkeit der beiden letzten Behauptungen kann leicht in 
der folgenden Weise bewiesen werden. 

Nehmen wir n grösser als Null an und ziehen zunächst nur die- 
jenigen Glieder in Betracht, bei welchen m positiv ist, so ist nach dem 
Cauchy'schen Kriterium der Quotient zu untersuchen: 

^ 1_ ß2/rt[r + (m-H)7]* 



92 § ^^' Kinfühnin^ der Appeirnchon und ähnlicher Functionen. 

Dieser Ausdruck nähert sich mit wachsendem Werthe von m 
immer mehr der Null. Das Analoge gilt von den Gliedern, die 
negativen Werthen von m entsprechen. 

Die Schlüsse werden hinfällig, wenn n = ist. In diesem Falle 
lautet das allgemeine Glied: 

^ni{c-^mr) p — Mi(c-{-mr) 

Man kann im Nenner die erste oder die zweite Exponentialgrösse 
vernachlässigen, je nachdem m positiv oder negativ unendlich gross 
wird. Wir erhalten auf diesem Wege die Grössen: 

2j(>'^m''ia-\-f*ii^-hmT) und ^ j fi^mnia— ni(r-\-mT) 

Es muss also: , . . 11' 

I q i 

sein, damit die unendliche Reihe convergent ist. 

In ähnlicher Weise wie die Function Ff^^{v,a) können aus der 
AppelPschen Function fünfzehn weitere Functionen gewonnen werden, 
die ganz allgemein den Unendlichkeitspunkt 

r ST 
'^-2+ 2 
besitzen und ähnlichen Bedingungsgleichungen, wie die Function Z'oi(^'^^) 
Genüge leisten. Wir ziehen es aber vor, diese neuen Functionen durch 
einfache Betrachtungen aus der Function Fq^^v, a) abzuleiten, und 
zwar geschieht es, damit die Beziehungen, die zwischen den sechszehn 
Restfunctionen bestehen, von vorn herein klar hervortreten. Der ein- 
facheren Schreibweise wegen setzen wir hierbei: 

mt 

Setzen wir dann an Stelle von v und a resp. 

v + ^, «-2' 
SO erhalten wir die Function: 

6) i'\i{v, d) = y{- 1)"' — ^-— — -. , 

setzen wir ferner in diesen beiden B'unctionen an Stelle von a: 

, ,, . '''^2\,r+i')' 

so erhalten wir: ^ 

7) l'\, (V, a) =-- y (- 1)'" -,— ,— . 



8) F„(y,d)^y- 



sinn(v +mT) 



.^C0S7c(v+ mr) 
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Wir hatteu die Beziehung gefunden: 

Bilden wir nun analog wie in der Theorie der gewcihnlichen 
Tlietafunctionen den Ausdruck: 



y V Win /^ , t\ 



so wird derselbe eine neue Function definiren. Wir setzen dieselbe 

° ■ - - .,(2m-fl)n7r/ir, 

$m% \v H T I 

wobei unter ic^ die Grösse verstanden werden soll: 

10) w^ ==- r + -r — — — I — -, — T. 

n A 

Aehnlich folgen aus den Functionen: 

F(&{^yO)^ Fz\{^j^)j F^%(y,a) 
die weiteren: 

( — 1 V« /.(2 m4- 1) n TT 1 1«., 

11) i<;,(f,a)=2 



/ . 2m + l \ 

12) ^;oO',a)^2^ ( /l2m + lV 



13) /;3(«,o) = y 



s/n: 

z)(2m-|-l)»Wiic, 



.^ / . 2»n + l 

t'OS 



( , 2w + l \ 



Die Convergenzbedingungen sind bei diesen Functionen die näm- 
lichen geblieben, abgesehen von den Unendlichkeitspunkten, die andere 
geworden sind. 

Vermehren wir endlich a um -^; so kommen wir nach Multiplication 

mit einem geeigneten Factor, auf dessen Bedeutung kaum eingegangen 
zu werden braucht, zu neuen Functionen. Dieselben definiren wir 
folgeadermaassen : 



j;i(t',a) = e'"> + i)'.JF'„(t>,a+^) 



14) 



i^ sinn(v + mr) 
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15) 



18) 



19) 



20) 
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^ cos7c{v + mt) 



16) • 



— ^ni(n-\-l)u 



I 



(-1) e 



m 2mnfii iwi-] — ?~"') 



sin n {v + m t) 



17) 



^ cosn{v + iwt) 



-f'ooC'-', «) = e'"C+») 



• .-P;,(i',a + |) 



g« I (m + 1) * 



2 



(2m + l)/i3ri(ie,4--2^r) 



sin%{v + 



2m + 1 



^) 



.F;s(^',«) = «"^''+''('+^>.J^u(«',a + j) 



. .s r ix" (2m + l)«Jt.-(««, + -^r) 

-c+DC'+i) y (-l) g 1__1_ 

^ / , 2w + l \ ' 



F.^ iv , a) = e« ' > + » ' .F^^{v,a + ^) 



^/Tl(ll4-1)» 



2 



/ , 2m + l \ 



sin 



'F.dv,a)^e"^'+'K'+'AF^{v,a + ^) 



21) • 



= g'"'<"+*) 



(^-^i)^. 



(2m + l) 7ri(wa + -^r) 



COS 



7t Iv + 



2w + l 



) 



Im Falle n = muss a den Ungleichheiten genügen: 
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Damit sind sechszehn neue Functionen definirt^ die als Grundlage 
für die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen zweiter und 
dritter Art dienen können. Die mannigfachen Zusammenhänge ^ die 
zwischen ihnen bestehen, sind durch ihre Entstehungsweise skizzirt 
worden. Die Summen sind in allen Formeln nach m von — oo bis 
-f- QO zu nehmen. 

§15. 

Fortsetzung der Betrachtungen des vorigen Paragraphen. 
Weitere Darstellungen der eingeführten Functionen. 

Die eingeführten sechszehn Functionen können noch in verschiedene 
andere Formen gebracht werden. Wir wollen zwei derselben näher in 
Betracht ziehen. Um die erste zu erhalten setzen wir: 

1) x = e^''^% 

2) y,= ß2»«i« 

dann kann geschrieben werden: 



m — s — m 



3 a) F„.(r,a) = 2»V— 

x^. q' — x «. (/ 

oder also wir erhalten für i^Qj(r, a) die zweite Darstellung: 
3b) F,,{v,a) ^ > 2i:r^^^if^ --,- 



(1' 

wobei die Summe nach m von — oo bis + oo zu nehmen ist. 
Ganz analog erhalten wir: 

4, ^.(.«)= 2.v2(=iö^, 



6, F„i,,^~-i<^I^i^- 



^ - »i /»in 



6) F„(.,«)= 2.t2'.^^,„ 

Führen wir die Bezeichnungsweise ein: 

so ergeben sich die weiteren Darstellungen: 

2m-fl 2m4-l 



2 



" yy* g 



8) i.^(.,a)==^2/a.«2/rZTl^^' 



am-f 1 2m-f-l 

2 v(- ir^/a"^. g~ 






2 

7 
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Sm + l im+l 
10) 



F {f a)~ - 2 ix- 'Vt lÄ ..' : V .'. 



2w-f 1 »m+1 

1 kt o 



In ganz ähnlicher Weise ergeben sich die Darstellungen; 



12) i<;i(i;,a)-^--2/a; 2 y^LjA^ 

^ ^^ 1 — a;. 



»4-2 



2 in 



T 



13) 



/;2(t^«)-^ 2;j; - V V . .---> 



Ji-f2 



14) Kii'-yO) -- 2/x -• V 



(- l)"'?/i«.(/"'('' + *'^ 



lo) F..(r,a) ^- 2/:c" ^" ^ "K - - ' 






; 



2w-fl 2OT + 1, , . 

10) FJv,a)^-2ix ' V^S- ''^ .-X,— ' 

^ üü\ 7 / ^^, 1 ^.2m+l 

17, F.(.,«)=. 2-"^2-^-;.-,i-+^— ^ 






1<S) 






2m + l 2m4-l, , 



Neben dieser Darstellung soll nun noch eine Darstellung unserer 
Functionen in der Form von doppelt unendlichen Reihen gegeben 
werden. 

Wir fanden: 2mnÄ<(u,+Y) 

Greifen wir zwei Glieder heraus, die gleichen und entgegen- 
gesetzten Werthen von m entsprechen, 90 erhalten wir: 

Lsinniv + mr) sinK(v — mx) \ 
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Nun ist aber: 

1 ^ 

sinniy + mr) ^ 

1 * 



wobei die Ungleichungen zu bestehen haben: 



l 
Hieraus folgt für das allgemeine Glied der Werth: 

1 
oder also wir erhalten die Darstellung: 



00 ao 



wobei gesetzt ist: 

s^ = m*n + m(2r — 1), 

u^ = 2mnxv + (2r — 1)«;. 

Genau so ergiebt sich: 

21) F.,(t., a) = ^ + 42'2'^- l)"'+-»3"- '•<«««., 

22) J„(v, a) = -J~^ + 422'^- l)'"3"-'"«««u 

23) fJv, a) = ^ + 422*^- IX-Y'-cosÄMx- 

Die Resultate modificiren sich etwas in den Fällen, in welchen 
an Stelle von 2 m der Ausdruck 2 m + 1 tritt, indessen sind die Modi- 
ficationen so unwesentlich, dass wir fQglich die Resultate hinschreiben 
können. 

Es ei^ebt sich: 

24) i^,o(i', a) = 4^^c/'. sin nu^, 

25) F,, (v, a) = 42'2(- l)'"+'-'2^- «'« ««., 

26) J;« (''» a) = 422'(~ l)"*- ^'- ^**" ""=! ' 

27) F„(f, a) = 422(- 1)'" V- <^os «««• 

Krause, Doppeltperiodische Functionen. II. 7 
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Die Summen sind wie in den vorhergehenden Fällen nach m und 
nach r von 1 bis oo zu erstrecken, ferner ist gesetzt worden: 

f /2w-l\« , (2r-l)(2m-l) 

28) ^ V 2 / ^ 2 

I u^ = (2m -\)niv + (2r - l)v. 

Die übrigen Ausdrücke folgen aus den soeben hingeschriebenen 
durch Vermehrung von a um -^^ 

§16. 

Entwickelung der Primfunctionen in trigonometrisohe Beihen 
mit Hülfe der in den vorigen Paragraphen eingeführten 

Restfonctionen. 

Mit Hülfe der soeben eingeführten Functionen ist es nicht schwer, 
die Primfunctionen, die wir in den früheren Paragraphen für den Fall 
gefunden haben, dass die Zahl der Nullpunkte grösser oder gleich der 
Zahl der Unendlichkeitspunkte ist, in trigonometrische Reihen zu ent- 
wickeln. 

Wir wollen dazu der kürzeren Bezeichnungsweise wegen setzen: 

1 ^a{( n + l) v + {n -^ 1) g, (n + l)r]a', _ 
^^ n '^v, t) ^y[{n + 1) a, (n + l)rj ^^'^"^^ ^^' 

dann leistet die Function: 

als P'unction von v den Gleichungen Genüge: 

f(v+i) = -^av), 

f(v + t) = e-'""«(««'+^) /•(!;), 

denselben Gleichungen, die wir für die Function 2^Qi(r, a) gefunden 
haben, ferner hat die F'unction: 

keine Unendlichkeitspunkte im Endlichen mehr und lässt sich daher 
nach angegebenen Methoden darstellen. Ist n eine gerade Zahl, so 
nimmt sie die Form an: 

ist n dagegen eine ungerade Zahl, so kann sie geschrieben werden: 

n—l 
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Die Grössen c sind bekannte Constanten. Damit ist die Ent- 
wickelung einer Function in trigonometrische Reihen gegeben und zwar 
vermittelst einer Methode, die als eine indirecte bezeichnet werden 
muss. Ganz genau so sind die anderen Functionen zu untersuchen. 
Wir beschränken uns darauf, die Resultate hinzuschreiben und wollen 
hierzu noch die folgenden Bezeichnungen einführen: 

n — 1 

ü 

Bei den eingeführten Bezeichnungen erhalten wir die Resultate: 

I. M - 0»worf2. 

4) l\,^(v, a) ^ F^,{v, a) + S\, 

7) P,,<,(r, a) = F^(r, a) + N'j, 

8) P.^(r, a) = i-'^O', a) + Ä'„ 

10) P,o8(i', «) = '■^^qC, «) + *"o, 

11; P,«,(r, a) = J;,(f, d) + Ä'„ 

12) P„,(i-, a) = i';,(r, a) + S„ 

1 3j P.,, (r, d) = (- 1)^ ^'f„ (f, «) + ä;, 

14) P«2(f, «) = -f« («',») + Äo, 

15) P,„ (r, a) = (- O^'i-« (r, a) + S„ 

16) P«,,(r, a) = i'^o«(i', «) + '5„ 

17) P„„(i', a) = (- Xr^F^iy, a) + 5«, 

18) P3o,(f, a) = »P'.oCi', «) + «0, 

19) l-»«,, (r, a) = (- l)»>,8 (ü, a) + Ä, 

II, M ;;? 1 »torf 2. 

20) P,i,(r, a) = 2^oi(r, a) + S„ 

21) Po,o(i', a) = FoiC^', «) + S,, 

22) P,.,(r, a) = F,,{^., d) + S„ 

23) P,,,(t>, a) = F„(r, a) + S„ 



7» 
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24) 

25) 
26) 
21) 
28) 

29) 
30) 



■Pioo('"> « 

-^ 208 V ^'? ^ 



= F,,(v, a) + S„ 

= - «'■f'wO'. «) + '%> 
= iFtoii; <i) + S,„ 

= -^»(t", «) + 'S«, 
= F,,(r,«)4--S;, 

= (-l)^*"~F„(i',«) + S„ 
= i';,(r,«) + 6\, 



31) 


Pj„(r, a] 


) = (-!) » F,,{v,a) + S„ 


32) 


-Pool («') fl' 


1 - Foo(r, rt) + Ä's, 


33) 


-PoJoC"» «' 


|-(-l)«JPo3(r, a) + So, 


34) 


-Pjog.C'', «^ 


n + l 



35) 

Setzen wir 
gonometrischen 
zweiter Art. 



P^,{v,a)^{-1) ' F„(v,a) + S,. 

im ersten Falle w = 0, so ergeben sieh die tri- 
Entwickelungen der doppeltperiodischen Functionen 

§17. 



Erste directe Methode, die Primfonotionen in trigonometrische Beihen 

SU entwickeln. 

Die Methode, die im vorigen Paragraphen angewandt worden ist, 
um die Primfunctionen in trigonometrische Reihen zu entwickeln, muss 
als eine in directe bezeichnet werden. Wir wollen nun versuchen, 
einige directe Methoden aufzustellen, welche zu der Lösung desselben 
Problems fähren, hierbei aber kürzer wie bei der indirecten Methode 
verfahren. 

Wir denken uns dazu die Function vorgelegt: 



1) 



tp{v, a) = 



^„[(w + 1) ü + (w + l)a, (m + l)t] 



»oi^^t) 






so kann dieselbe jedenfalls in einem gewissen Bezirk in der Form dar- 
gestellt werden: 



2) 



2 






oo 



Hierbei, wie überhaupt bei den folgenden Betrachtungen dieses 
Paragraphen, nehmen wir n als eine ungerade Zahl an. 
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Setzen wir ferner: 

SO folgt der Ansatz: , ^ 

4) ^(r, a)=^'■C2r+l.^'^*'•+^^"'^ 



ao 



Wie leicht folgt, sind wir berechtigt, links und rechts in dieser 

Formel an Stelle von v: t? .+ — zu setzen. 

Wir erhalten dann auf der linken Seite den Ausdruck: 

A-B 

-Ä/[«p4.(«4.i)a] -. » A |-(w _|_ l)|, + (n + l)a, (^^ + l)rl 

-g ^ ^|[(^ + l)a;(n + l)r1 1 



auf der rechten dagegen: 

1 

Unter solchen Umständen erhalten wir für q){v,a) einen zweiten 
Ausdruck, nämlich: . n 

aN / \ Wf[nr + (« + l)a] - 

1 +» 



Setzen wir in dieser Gleichung: 



1 1 * • * 



mÄ^V + -gj 



= -2i/?^e VreSrffi.^^r^ 






so erhalten wir für (p{v, d) eine zweite Reihe, die nach steigenden und 
fallenden Potenzen von e^*^ fortschreitet. 
Durch Vergleichung ergiebt sich: 

Yorau^esetzt, dass die Ungleichung stattfindet: 
and gesetzt ist: 

Für die übrigen Werthe von r erhalten wir: 

n 
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Setzen wir an Stelle von r: — r^ so können wir die letzte 
Gleichung schreiben: 



— r 



WO nun r leicht angebbare Werthe besitzt. 

In dieser Gleichung setzen wir an Stelle von r: r — n, so er- 
halten wir: 

8_ii_ 
7) 6_2(r-ii)= (/* .A.C_2r4.„. 



Man überzeugt sich ferner unmittelbar, dass die Relationen be- 

Kp{- V, - a) = (p(v, a), rlf{- r, - a) = if(v, a). 
Sieht man die Grössen h und c als Functionen von a an, so wird: 

C_(2r4-1)(— a) = C2r+l(«). 

Setzt man daher in Gleichung 7) an Stelle von a: — a, wobei zu 
beachten ist, dass hierfür k in seinen reciproken Werth übergeht, so 
erhalten wir: sn 

6_2(r-n)(- «) = g ^ '^^"^ C_2r+«(— «) 

oder also: sn 



Setzen wir diesen Werth oder besser gesagt, den hieraus folgenden 
Werth, von C2r-.n(^) in Gleichung 6) ein, so erhalten wir für b^r 
den Ausdruck: 



n 
r- 



Hieraus folgen die Darstellungen 9): 

. ^l[(n + l)^, (•>?- + l)r] ^^ (2p,-l)«»((« + l)^-^^«r+rr) 
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So haben wir Recursionsformeln gefunden, mit deren Hülfe es 
möglieh ist, die Entwickelung der Function g>(v, a) in trigonometrische 
Reihen wirklich herzustellen. 

In der That, jedenfalls können wir schreiben: 

10) <p(v, a) = b,+ b,e^^'^+ ■ . . b,n^,e^'"'(--')^+S, + S,, 

oo n — l 



1 

oo n — 1 



1 

Die Ausdrücke fc2r+2n/< können vermöge der angegebenen Recursions- 
formehni durch die Grössen b^r ersetzt werden. Es ergeben sich dann 
zweierlei Arten von Gliedern. Erstens erhalten wir solche, die den 
Factor h^r besitzen, zweitens solche, bei denen dasselbe nicht der Fall 
ist. Die Glieder der ersten Art können leicht bestimmt werden. In 
der That, der Factor von b^r wird: 

-hoo 
ß2nirv ^ ft ^fi/ti[nv-{'{n-\-l)a]-{-f4nit{ftn-\-ir) 

oder also gleich: 

e2««rp<^g[n?; + (n + l)a + rr, «rj. 

Etwas schwieriger gestaltet sich die Summirung der übrigen 
Glieder. Für einen festen Werth von ^ ergeben sich aus der Summ^: 

00 n — 1 

1 

die Glieder: 

_ 2^.^ir(n + iK(^ + i)Tj^,,,,^,^^^ 

wobei gesetzt ist: 






M = e 







;-^(2/u— l)r ß27[ ire 



11) 



+ e 



(if 



-S)(, + ,)«. . + (,.' - »;) nmr V^^ (,^_3), ^„,r 



^•'/ 







+ e 



(n-\-l)ani-\-{fi-Y^ 



l\it/rit n — 1 







Die Summen können in eine einfache Form gebracht werden und 
zwar lauten dieselben der Reihe nach: 
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J ^(2/«— -l)n ßini'iB 



1 _ g2iU-l e2»*i» 
l ^(2;i — 3)n ^ninv 



) 



2/4 — 3 p2nic ' 



l_g2/.-3 e 



1 — q"*. e^^f*"" 



1 — g . e^»»'' 
oder also wir erhalten für M die Form: 



12) ilf^^'"^ L V 4 ;j__^___. 

^ 

Dieser Ausdruck ist für M einzusetzen und die Summe nach (i 
von 1 bis 00 zu nehmen. Als Factor von: 

^^\(n + l)a,\n + l)r] 



ergiebt sich hierbei die folgende Grösse: 

C, = e(« +«"■«. /V' ^^ \ ^•'„,, > 

1 -t 1 — g . c^''**' 

Wir wollen jetzt alle Glieder zusammenfassen, die den Factor 
besitzen: 

-n(m- M* 1 — ^/(2"»— 1)» />2fi«ic 

Dieselben lauten: 



Qnm{2m — 1) ß2nmnivA^fjn{in-i-l){2m — l)ß2n{m-\-l)nit_\_ 
oder also: ^nm(2m — l) g2nm«»c 

' '■ ■■■■ ■ 

Y ^n(2m — 1) ^2nniv 

Das Product der beiden Glieder ergiebt: 



• ■ • 



2 m — 1 />2 TC « o 



l-r/»'-!. c 



^ntnniv 
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Dieser Ausdruck ist nach w von 1 bis oo zu summiren, sodass 
wir schliesslich erhalten: 

. 0-J(n + l)a,(n + l)r] ^ e(n4-l)(2». -l) ^»a ,/r'"T|e2nm«»r 

* 1 

Genau so würden sich aus der zweiten Summe die Glieder ergeben: 

Daraus folgt, dass die Summe aller Glieder, die nicht mit einer 
der Grössen 62 r multiplicirt sind, lautet: 

oder auch: 

13) ^^J(n + l)a,(n + l)r]^,,„,,,, j, 

^^^ '. / . 2m-l 

sin 



. / 2m -1 \ 
tnnyv H ^ — T j 



Damit haben wir aber die Resultate des vorigen Paragraphen, von 
unwesentlichen formalen Aenderungen abgesehen, wieder gefunden und 
sind auf systematischem Wege zu einer der Restfunctionen gelangt. Die 
übrigen können auf analogem Wege gefunden werden oder aber nach 
angegebenen Methoden aus der einen abgeleitet werden. 

§ 18. 

Zweite direote Methode, die Primfonctionen in trlgonometriBChe Reihen 

zu entwickeln. 

Viel Aehnlichkeit mit der soeben entwickelten Methode hat eine 
zweite, bei welcher an Stelle der Ent Wickelung nach Potenzen von 
6»»'» sogleich eine Entwickelung nach Potenzen von e"**' und e^'^ an- 
gesetzt wird. Aus diesem Grunde begnügen wir uns damit, sie an dem 
Falle der Functionen zweiter Art durchzuführen. Jedenfalls sind wir 
berechtigt, innerhalb eines gewissen Bereiches von v die Entwickelung 
anzusetzen: 



00 — 00 



In dieser Entwickelung kann a alle endlichen Werthe annehmen. 
Setzen wir an Stelle von a: a + t, so wird einerseits: 



1 
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%(r + a + r,T) ^ r[^"V^'"^'-.f, q-^(v + a,T) 

und andererseits ergiebt sich für die Grösse a^,, die Recursionsformel: 
oder auch: «/■- i,*-i = »r,., 

Aus dieser Formel folgt, dass es zur Kenntniss der gesuchten 
Coefficienten völlig genügt, die Grössen ar,o für alle Werthe von r 
zwischen + oo und — oo zu kennen. Dabei findet zu gleicher Zeit 
die Relation statt: 

O) ür,{) -— (l—r,{)' 

Genau so können wir setzen: 



^^ ^,(r) "'' ^, sinnig 2, 2j^'^"'^ 



i[(2r4-l)a4-2*r] 



Die Grössen 6^,* können genau so reducirt werden, wie die Grössen ar,*, 
da aber ihre Bestimmung nicht in Frage steht, so beschränken wir 
uns auf Aufstellung der einen Beziehung: 

Jetzt wird genau so verfahren, wie bei der vorigen Methode. 
Wir setzen in Gleichung 4) an Stelle von r: r + --• 

Durch Coefficienten vergleichung ergiebt sich die Relation: 






In dieser Gleichung setzen wir an Stelle von r: — r, so erhalten wir: 

2r — 1\« / 



V — 2 — / / 2r— 1 \« 

oder also: 

/2r — 1\« 

V — 2 — / / 3r— l \g 

Mithin ergiebt sich die Recursionsformel: 

7) ^,^,,,.,^(. + l)'+^,^,.^r'^_l;^,/ 2 ) 

oder auch die Formel: 



8) 



»'■,o.(/'^= — -s-vr ^'' — '/ ■''' •••(— 1)»^/ «''y 

4- (- ly+'ar+n+i . r/+»+i>\ 
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Diese Formel lehrt alle Grössen a,,o kennen, wenn a^y^ gegeben 
ist, sie giebt aber auch ar,o unmittelbar in expliciter Gestalt, indem 
wir » = QO setzen. Wir erhalten dann den Ausdruck: 



E^^-^-^-^-n-i'+'+i)' 



9) «r.«=-|?^'7-''2»(-l)"« 

* 

Wir kommen auf diesem Wege zu Functionen, die schon im 
ersten Bande, § 29, betrachtet worden sind. Setzen wir, wie am an- 
ffesrebenen Orte: , ,,. 



so erhalten wir das Resultat: 

10) - J^ -? ^' + *' ^'> -- Vr V.a,_, . ««—''. eä».('«+") 
oder auch: , , 



— X — X 



Diese Form ist um dessentwillen von Interesse, weil die Coef- 
tieienten sich in überaus einfacher Weise mit Hülfe der Grössen a^ aus- 
drücken lassen. Von der früheren Darstellung ist sie verschieden, 
indessen ist die Reduction auf dieselbe nicht schwer. Wir deuten sie 
kurz an. 

Wenn s eine positive Zahl ist, wollen wir den Factor von e^»'*«' 
schreiben: 

— X 

wenn s eine negative Zahl ist, schreiben wir ihn: 

— X 

In der ersten Summe setzen wir: 

r = s -{- n — m , 
so nimmt sie die Form an: 

-f- X X 

^m ^i,^_^-^,^,(2n+l)4-[.>-(m4-Y)]'g2gia[..-(iw+g)]gTia(2n + n 
— X 

oder also auch: oo 
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Aehnlich kann die zweite Summe geschrieben werden: 



00 





Die weitere Reduction auf die frühere Form bietet keine Schwierig- 
keit dar. Die Convergenzbedingungen sind nicht besonders hervor- 
gehoben worden. 

§19. 

Dritte directe Methode, die Prlmfunotionen in trlgonometrisohe Reihen 

zu entwickeln. 

Wesentlich verschieden von den bisher betrachteten Methoden ist 
die folgende, die sich auf die Multiplication zweier unendlicher Reihen 
stützt. Es ist unter Hinzunahme der in § 29 des ersten Bandes ent- 
wickelten Reihen: 

1) — i L:^ ! 1 l=y\ ^', J^^ giiiri(2r+l)a+jr«(2«4-l)p 



27cd^Q{v,r) ^ jLj 



00 — oo 



wobei sich vermöge der Regeln über die Multiplication zweier unend- 
licher Reihen die Grössen hrs in der Form ergeben: 

2 

Aus dieser Darstellung folgt die weitere: 

2) — i — i-^^ ■ ^ — ^ = X V ysCj-s e'»'»'(^'^+i)a+ '«» (2 *+»)<• 



Hierbei ist n als eine ungerade Zahl vorausgesetzt. 
Ist dagegen n eine gerade Zahl^ so folgt: 

00 00 

wobei die Grössen 6^,, die Form haben: 

6,.= (- in^.:../^'-^^) -('-^-")'.a _-_,, 

Aus dieser Darstellung folgt die weitere: 

Cr,,= (-1/+^?.^ ^ -^ ^a.^rn^ 
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So baben wir eine gemeinsame Darstellung gefunden, welche so- 
wohl för gerade als auch ungerade Werthe von n gilt. Auf die 
Wichtigkeit derselben braucht kaum näher eingegangen zu werden. Sie 
besteht darin, dass keine unbekannten Coefficienten in der fertigen 
Formel mehr enthalten sind, sodass alle Schwierigkeiten, die in der 
Bestimmung dieser Coefficienten liegen, von selbst entfallen. 

Freilich sind die soeben untersuchten Functionen verschieden von 
den in den früheren Paragraphen behandelten und zwar unterscheiden 
sie sich um den Factor 0'g(wa, wr). Um unter solchen ümstSinden die 
Darstellung der ursprünglichen Functionen zu erhalten, muss dieser 
Factor d-Q^na^nr) abgesondert werden. Wir wollen der Einfachheit 
halber dieses Problem nicht im allgemeinen Falle, sondern nur im Falle 
» = 1 durchführen. Hierbei kann dann ganz analog verfahren werden, 
wie im vorigen Paragraphen, daneben führt aber auch die folgende 
Untersuchung zum Ziel. 

Im Falle n = 1 wird: 

30 QO 

Diese Reihe multipliciren wir noch mit: 
so erhalten wir die Darstellung: 



r 



23t».*o(i,)Ö-,(rt) 

— » — 00 

4-x /2m4-l\« 



A n5 . 1^™ (^)-(.-».)'-(r-.0' 



• ^s — m • ^r — m« 



X 



Es lässt sich diese Darstellung in eine bedeutend einfachere Form 
bringen. 

Zunächst ist klar, dass die Coefficienten der Gleichung Genüge 
leisten: 

Dann aber wird: 

4-00 /2m-4-l\> 



« 



oder wir erhalten nach leichten Reductionen: 

2 /• 4- 1 -4-00 



8) Ar,,+ i = 3"' + ». Ar,. + i-y+'q ^ ' ^.>.(-\)'"ff»(' + ^h,.„. 



'00 
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Ist demnach ,s* verschieden von — 1 , so folgt : 

9) ^,,4_i=-r/'-+Kyl,,,. 

Genau so wird: 

10) .1.4-1,.- 7'* + '^lr,, + (--l)''+^/^'^*"^~^' 2^-irr/-(^+^).a,,. 

■ — X 

Ist also r verschieden von -1, so wird: 

11) Är+i,. ^ q"+K Ar,.. 

Femer folgt aus unseren letzten Formeln: 

^-i,o = (Z~'- ^-1,-1 + 7 'gi' 
oder also wir erhalten die Beziehungen: 

Hieraus folgt: i , 

13) ^'^«'" ^^^"^-2»' 

oder also wir erhalten für positive r und s: 

Femer folgt: .!_,,„ = ^,,_^ = 

und damit allgemein: 

15) Ar,, = 0, 

falls eine und nur eine der heiden Zahlen r und i» negativ ist. Sind 
beide negativ, so ergiebt sich der dazu gehörende Werth des Coefii- 
cienten aus der Gleichung: 

16) -'lr,«= — ^_r-l,j-l. 

Wir erhalten auf diese Weise die bekannten Resultate. 



§20. 

Specielle Discussion des Falles n = 1. 

Es sollen nunmehr einige Anwendungen der gefundenen Resultate 
gegeben werden. Zunächst ist klar, dass, wenn w = gesetzt wird, 
sich Reihenentwickelungen für die doppeltperiodischen Functionen 
zweiter Art ergeben, aus denen für a = unmittelbar die schon im 
ersten Bande aufgestellten Entwickelungen der gewöhnlichen elliptischen 
Functionen sich ergeben. Die Entwickelungen der Functionen zweiter 



§ 20. Specielle Discuasion des Falles w = l. Hl 

Art sind seit längerer Zeit bekannt, die von uns gewählten Formen 
unterscheiden sieh theilweise von den Formen bei andern Mathematikern 
z. B. Seheibner und zwar dadurch, dass a um x vermehrt worden ist. 
Auf den Fall w = folgt der Fall w = 1. Derselbe soll jetzt näher 
ins Auge gefasst werden und zwar von vornherein für den Fall a = 0. 
Es bleiben dann im Ganzen zwölf Quotienten zu betrachten übrig, da 
vier von den sechszehn möglichen Quotienten thatsächlich ganze trans- 
cendente Functionen sind, wie sich aus den Formeln ergiebt: 

^o(0, 2t) ^0 . ^^ 

Die besten Ausdrucksformen ergeben sich nun im allgemeinen 
Falle, wenn wir von den Doppelsummen ausgehen. 

Wir nehmen als speciellen Fall für n = 1 die Function: 

1) -Foi(r,rt)= . 4-4Vm Vrg'n'+(2r-i).i,.,,VM[:rr(2;w + 2r-l)+43ra?w 

1 1 
wobei dann « = zu setzen ist. Führen wir einen anderen Summations- 

index jii ein, der mit m und r durch die Gleichung verbunden ist: 

2m + (2r-l) = 2iu-l, 
so können wir die Doppelsumme schreiben: 

oder wir erhalten die Formel: 

wobei gesetzt ist: , ^ , _/_n» 

Ganz analog wird: 

Durch die Substitution halber Perioden ergeben sich aus diesen 
beiden Formeln die zwei andern: 

4} —-z-r^ — ' /^ 1 . =4 V(- lY-^q''\Sa.sin2finv, 

1 ^o(2.,2t)^, 1 ^ lyMlYs cos(2u^l)nv 
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Ganz analog können die fehlenden acht Formeln aufgestellt werden 
und zwar wird es nur nöthig sein, vier derselben auf directem Wege 
zu entwickeln, die vier andern ergeben sich dann durch Substitution 
halber Perioden. Wir wollen dazu der einfacheren Schreibweise wegen 
analoge Bezeichnungen einführen, wie es Biehler gethan hat. 

Wir setzen: 



00 



1 



6) 



r(v) -- .-- - 

SfH 71 V 






00 



1 



ü. (.)--= 



<wi n V 



+ 4 y«^^^ 



1 



. B^ . cos {2(1 + l)3rr, 



_n)u-i^^ V 



2/u — 1\« 



) 



"0 



8) 



9) 



10) 



Bei Einfiihi'ung dieser Bezeicluiuugen erhalten wir die Ausdrücke: 
1 »,{2v,2r)»\ 



% 0-o(ü,r)»,(0,2T) 

^ ■9- g(2t> , 2t)fr', 
« V«-, t)ö-j(0,2r) 

Jl_ » .,(20, 2t)»', 

jr ö^o(r,T)»3(0, 2r) 

1 •9's(2y, 2t)«-', 



= A^ . &^(v) + Z(v), 



-Ai-»i{r)+ ^T'O, 



=-- yl,o . »^{v) + Z(r), 



= ^s, .»,((.•) +f7(i-), 



« *,(i',t)*g(0,2r) 

femer ergiebt sich durch Substitution halber Perioden: 

1 »,(2v, 2t)*', 



11) 



12) 



13) 



14) 



a &^{v,t)%((),2t) 

i_ »,(2t' ,2T)a^i 

Ä »g(f,T)»,(0,2T) 

j^ »g(2 t', 2T)a^, 

n «'s (r, t) »3(0, 2 t) 



= ^,0 . *,(f) + -^(»), 



= -J,,.*,(i')-ü,(r). 



= -^,0-«'3W-'2^W, 



1 »,(2v, 2r)»', _ 



Die Constanten sind in diesen Formeln unmittelbar durch Speciah- 
öirung der Argumente gegeben. Nimmt man nun bekannte Formeln 
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der quadratischen Transformation hinzu, so ergeben sich unmittelbar 
die trigonometrischen Entwickelungen der Ausdrücke: 

In der That, es ist: 

( 9»,(v, r) = «•,(0, 2r)»,{2v, 2r) - *,(0, 2r)«-,(2r, 2t), 

J **o(^'' ^) = *»(0, 2r)*,(2i', 2r) - ^,(0, 2T)^,(2t;, 2t), 
' »\(:o, t) = »,{0, 2t)»,(2v, 2t) + «•,(0, 2t)Ö',(2i;, 2t), 
»\{v, t) = *,(0, 2t)Ö'j(2ü, 2t) + Ö-,(0, 2T)*3(2t;, 2t). 
Aus diesen Formeln folgt dann z. B: 

16) ^j-^ = ^ . *„(f) + ^[^(0, 2t) - »%(0, 2T)]Z(r), 

wobei der Wei-th der Constanten A nicht besonders hingeschrieben zu 
werden braucht. Nun ist aber bekanntlich: 



^ = ^(n(0,2T)-*V0,2T)), 



^2 ^S ^1 

sodass wir die Darstellung erhalten: 

oder auch: 

oder also indem wir durch Nullsetzen der Argumente die Constante 
bestimmen: 

18) »,. »,^ = ^(O)^(i;) - *o • ^(v). 

Es ist dieses die Darstellung, wie sie sich in der Bie hier 'sehen 
Arbeit vorfindet. Genau so ergiebt sich: 

19) *. . »> ^^^ = -^(Ö)*, (f) + *, . U(:v), 

20) », . », ^^- = Z(0)»,(:v) - », . Z,(v), 

21) ^2 • »t^l^^- = Z{0)&,iv) + *o . U,{v), 
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23) 



24) 



25) 



26) 



27) 



28) 
29) 
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^0 • ^. ^^ = - ^© »^ iv) + », . l'iv) 



*« • *" ^lö 



l\iO)9^{c) + », . Uic) 






Etwas anders gestaltet sich die Untersuchung der Quotienten von 
der Form: ^(t,) V«) 

Vier dieser Quotienten sind unmittelbar bestimmt. In der That, 
es gelten die Formeln: 

»,(v)»,iv) = *o(0, 2r)*,(2f, 2r), 

*oW*»(») = ^o(0, 2r)»,(2v, 2r). 
Hieraus folgt die Darstellung der vier Quotienten: 

»,(t>)», (f) »,(t>)»,(t') 

»,(v) ' #,(«;) 

und zwar so unmittelbar aus den früheren Untersuchungen, dass sie 
nicht näher hingeschrieben zu werden brauchen. 

Wir nehmen jetzt diejenigen Quotienten, deren Zähler lautet: 

Nach den Regeln der quadratischen Transformation können wir 
diesen Ausdruck schreiben: 



^o[|](0, 2r)(a-o[l](2t., 2r) + *o[-|](2t', 2r)), 



oder auch: 



»o[^]('^, 2T)3«(c»".*„[2f + j, 2r] + e-'<'.»,[2v - J, 2t]). 
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Hieraus folgt, dass die Berechnung des Quotienten: 

^lOs r) 
zurückgeführt ist auf die Berechnung des Ausdrucks: 



^•T I r 



. 9,(2 V + 2 , 2t) + e-"'. »,(2v - ^ , 2t) 



•>,• 



Nach unseren früheren Betrachtungen können wir diesen Aus- 
druck schreiben: 

F= e->F,.(i-, -^-) + r-»"!« (r,- ^ t), 
oder auch: 

|- *o(-2 ' 2t) [.»'>. F,, (v, 1) + <-«•>. i-;. (r, - |-)] + c. . »,{v, t), 

wobei c^ eine Constante bedeutet. 

Das ganze Problem kommt unter solchen Umständen darauf hin- 
aus, den Ausdruck: 

ZU bilden, wobei n -^l zu setzen ist. 

Wir wählen zu seiner Darstellung die früher gefundenen Doppel- 
summen. Es ist: 

1 1 

1 1 

Multipliciren wir die erste Gleichung mit r'"'', die zweite mit 
^-»ic ujjj addiren, so ergiebt sich zunächst das Glied: 

2votanijnv. 

Das allgemeine Glied in der Summe nimmt, von dem Factor: 

abgesehen, die Form an: 

(^'\sin\yn{2m + 2r — 1) + mnr] + c"'''". sin[vn(2m + 2r — 1) — mitr]. 

8* 
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Diesen Ausdruck können wir schreiben: 

rf^.sinv7i(2m + 2r) + (f^.smvn{2m + 2r — 2). 
Sehen wir daher von dem Glieder 

2cot(m<fvii 
ab, so erhalten wir auf der rechten Seite den Ausdruck: 

XX XX 

4 V« Vrg"»»+«'-'». sin vjt(2m + 2r) + 4 V«» V/^^"»'^^«'^-^)''* 

11 11 

. sin V7i(2m + 2r — 2), 
oder auch: 

XX X 

8 V« Vrg'«'+2'-"». sin vjt(2m + 2r) + 4 Vmg''*^ sin2vnm. 

11 1 

Diesen Ausdruck kann man aber, wie man sich leicht überzeugt, 
schreiben: » 

4 ^mg"**. Am . sin 2niv7c, 
1 

^„ = 1 + 2(r ^ + 2|/-* + . . . 2ri-('»-i)', 
oder also wir können den Quotienten: 

e«'■^ d-^(2v + ^y 2r) + e"*»«'. ^0(2^^ - ^^ 2r) 

in die Form bringen: 

— p-O-ßf — ; 2rj (cö^rtw^y;i + 2^S^mq'*'^,A,n'Sin2mv7t\ + c^.'9'3(r, r). 
^ 1 

Die Constante q ist gleich Null, wie man sich überzeugt, wenn 
t; = ^ gesetzt wird. 

Mithin erhalten wir: 

^/ N^/ N 2ä(^^v(^'2t) 

\ / \ = :n 1 cotang V7i + 2 > mg''*'. Am.sin2m vjti 

^i(i',r) '{fi V -i^ / 

Nun ist aber: 

sodass wir schliesslich erhalten: 

^3 ' ^%{^)^a(.^) _ ^^^ ^^, ^ 2 Ving^». ^„, . sin 2mv7t, 

Es ist diese Formel schon von Biehler in seiner citirten Arbeit 
aufgestellt worden. 
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Genau so würde sich ergeben: 

32) :^i^(*I«o(!0 _ 22"'(- l)"-'.«^^^*. Ä^.eos(2m-l)vn, 

und durch Substitution halber Perioden, indem an Stelle von v gesetzt 
wird r + — : 



33) 



*,.*,(»)*,(») 






Es bleiben noch vier Quotienten zu betrachten übrig. Um sie zu 
erledigen, muss die Formel genommen werden: 

Ö-jC», r)*,(t;, r) = ii\ *s[|](0, 2r) ./ 

/• = e»".*,(2t; + -^, 2t)+ c-"'». ^,(2« - |-, 2t), 

im Uebrigen kann genau wie vorhin verfahren werden. Wir erhalten 
die Resultate: 

35) to^ltOMi = 22(- l>"-i2^^~^' B„, . cm{2m - \)vn, 

36) K ■ yy»(") = colangvit + 22(-l)"'r*- B„,.sin2mv%, 

37) ^-^^lM = 22^/^)!if„.«m(2,«-l)i;;r, 

38) »o • »o(»^)». C»^) _ ^^,^^^,„ _ 2^2"... li^ . ,.,„2wt>a, 

B„ = 1 - 23-1 + 23-». . . 2(-l)"'-'3-('»-')'. 

Die Summen sind nach m von 1 bis oo zu nehmen. 
Hiermit sind die Formeln sämmtlich entwickelt, die im Falle 
»1 = 1 aufgestellt werden sollten. 
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§21. 

Untersiiohiing des Falles, dass die Zahl der Unendlichkeitspunkte 

grösser als die Zahl der Nullpunkte ist. Indireote Methode, die 

Frimfanctioneii in trigonQmetrisohe Reihen zu entwickeln. 

Wir wollen jetzt zu dem Fall übergehen, dass die Zahl der Unendlich- 
keitspunkte grösser ist als die Zahl der Nullpunkte. Als Primfunctionen 
fanden wir in diesem Falle: 

^fi (i' — '>) ^Y {n V , n t) 

Da n und b völlig willkürliehe Grössen sind, so können auch die In- 
dices a und ß beliebig gewählt werden. Wir wollen sie gleich Null 
setzen, y kann die Werthe 0, 1, 2, 3 annehmen. Die Betrachtungen 
bleiben in jedem der vier Fälle ganz analog. Wir wählen y = 0, be- 
trachten also die Function: 

1) f(v) = ^(^i-^) ^— . 

Hierbei wollen wir b der Beschränkung unterwerfen, dass es von 

/.• 

— verschieden ist (/• Null oder eine ganze Zahl). 

Die Function /'(r) genügt den Gleichungen: 

I /-(r + 1) = /•(.), 

wird überdies unendlich gross an denjenigen Stellen, an welchen ent- 

^'«^^«^- ^,{v -b) = 

^^^^- ^^{nv, nr) = 

wird und zwar überall von der ersten Ordnung. 

Es soll nun versucht werden, Functionen herzustellen, die den- 
selben beiden Bedingungsgleichungen Genüge leisten und überdies an 
den definirten Stellen von derselben Art unendlich gross werden, wie 
die vorgelegten Functionen. Wir definiren dazu erstens: 

3) w(v) =- Vm (- 1)"» ^ -/^- : ^ _ • '' 



« 



Als Function von v ])etrachtet, hat dann <jp(r) die Unendlichkeits 
punkte — von ganzen Zahlen abgesehen: 



, , 2m + l 
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Femer ist: / , .v , s 

9)(t' + l) = ^(t;), 

9)(y + T)f?2Äi(6-«) 

— * 

Um diesen Ausdruck in eine übersichtlichere Form zu bringen, 
bilden wir die Function: 

Dieselbe hat die Form: 

j"^^ «afff [ömn-f c-|-»«(a— 6)-|-iir] /yi(m'+ m +1) 
^2iri(a-6) ^^ / lY« ': Ji 



00 



Hieraus ergiebt sich für den Ausdruck: 
die Form: 

S w— 1 



Nun nehmen wir zweitens die Functionen: 

5) 9'«(«)=2^'"(-l)'"-— ^;;r2--+v_;7.-^-' 

00 

bei welchen gesetzt ist: 

2 TT IX 

Diese Functionen werden dann unendlich an den Punkten: 

X . 2m + 1 

^' = 7r + -T— ^' 

wenn man wiederum von ganzen Zahlen absieht. 
Ferner ist: ^ A, _l_1^ «^ f^^\ 

während sich für q>yX;v + r) der Ausdruck ergiebt: 

+ » ^»(mS-f m-f 1) ,,2niv ^iiim{a — b) ,.n(2m4-l) 
_ f^Xi[a-b)^„,r\\ml '± 'J: -Jl 



30 



Wir bilden nun analog wie vorhin den Ausdruck: 

^2jri(a-6)4-jrin(2r-f t)^ 9x(0- 

Für denselben ergiebt sich die Form: 

4" ^ ('/'»("i'+w-l-l) (^%iv fj2niTn{a — b) ßininv 



X 
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Unter solchen Umständen können wir die Grösse; 

in die Form bringen: 

6) -i. g***. e'^'(''--*).e»'^'«'' Vre-2r^«>.a/.^^(a-6 + rr, nr). 



Denken wir uns nun die Function f(v) um den Punkt: 

herum entwickelt, so lautet der Factor von: 

1 

Denken wir uns femer die Function f(v) um den Punkt: 

X T 

n 2 

herum entwickelt, so lautet der Factor von: 

1 

X T 

V — 

n 2 



n '9-1 



8) 2?, = Xc^üa^b) qA \_J1 

wobei unter d\ derWerth des ersten DiflFerentialquotienten von ^i(;^^',^^r) 

nach seinem Argument für den Nullwerth des letzteren verstanden ist. 

Setzen wir nun: 

«—1 

9) <D(») = R . q>(v) + Vx R, . <p^{v), 

ü 

so folgt leicht, dass 0(v) der Gleichung Genüge leistet: 

Der Beweis dieser Gleichung kann auf mehrfachem Wege gegeben 
werden. Erstens kann er mit Hülfe allgemeiner Sätze aus der 
Functionentheorie gegeben werden und zweitens mit Hülfe einer Theta- 
formel, die mit leichter Mühe aus den Principien hergeleitet werden 
kann, die sich im ersten Bande befinden und zuerst von Enneper 
aufgestellt worden ist. 
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Die Formel, deren Beweis füglich übergangen werden kann, lautet 
für ungerade n: 

®V n ) 



nx . nx 



Setzen wir an Stelle von r: r — ; von ic\ '^^■-\--^^ so erhalten wir: 

oder wenn wir an Stelle von v und tv die Grössen a und & durch die 

Gleichungen einführen: 

V = a - by w = 6, 



w . e'i . -^^ [a + (>/ - 1)6, wtIO-, (a - 6, r) 



H_i ^i(a- yx) 
d'.V^.inb, nxy\(a - 6, nx) Zj" ' ^^ A _ x^ \ 



Setzen wir endlich an Stelle von h: h — rx, so erhalten wir das 

Resultat: 

n . 6', . -^i [a + (w — 1)& + rr, wr] . '9', (a — 6, r) 



10) 



-^1 . %^(nh, wr)^i(a — fc + rr, wr) 



%xrni y V 

n_i ß " ^i{a ) 

^ . .. ^n ^ w/ 





n 



». (' - ,t) 



Eine ähnliche Formel gilt für gerade n. 

Hieraus folgt dann unmittelbar die Richtigkeit der Gleichung, 
welcher Q>{v) Genüge leisten soll. Somit leistet ^{v) denselben Gleich- 
ungen Genüge wie f{v). Da auch die Unendlichkeitspunkte über- 
einstimmen und die Art des TJnendlichwerdens eine analoge ist, so folgt: 

11) ^-T-^fe?-'^ — \-4^' "piy) +y'^ii^ • 9>x(toY 

Die Constante c folgt leicht: 

c = — 2ni, 

Damit ist das gestellte Problem gelöst. 

Die soeben näher ausgeführte Entwickelung unserer Primfunctionen 
beruht auf der Einführung einer Reihe neuer Functionen. Alle diese 
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Functionen können mit Hülfe einfacher Operationen auf die Appell- 
sche Function zurückgeführt werden, die wir bei denjenigen Functionen 
betrachtet haben, die mehr Nullpunkte als Unendlichkeitspunkte be- 
sitzen. Wir beschränken uns darauf, die Richtigkeit der Behauptung 
an einer Function, der Function qp(i') nachzuweisen. 
Dieselbe war durch die Gleichung definirt: 

12) W(V) = >V.(-1>-: If— — ^- 1--: . 

— » 

In dieser Function setzen wir an Stelle von: 

V : V + r, 

b:v^+c— g-; 



so geht sie über in 



«• ' ^\ + ^*i - j> 



"^^ ß2nivimn Qmn{m — 1) p2Ttiv ßün* 

> mf— IV» --l-Z U LI 

^^ ^ ^ ß2nivi ^ q2in ß%niv 

— « 

M = 2n(7yic + ~ + c^ — A. 

Zwischen den Grössen c und c\ kann dann noch die Beziehung 
festgesetzt werden: 

mc + -ö" + ^1 — c = 0, 

dann geht unsere Function über in: 

• ii^ p2iiimnv. xynm(m — 1) ^niv 

13^ ^^/ 1>- '~i 

J Xi \ */ ß27tiVi Q2rn_ f^Jtiv 

— X 

Das ist aber die AppelFsche Function, nur dass v und t\ vertauscht 
ist. Von der von uns bei unseren Untersuchungen gebrauchten Function 
unterscheidet sie sich noch um den Factor (— l)*", indessen ist schon 
damals bemerkt worden, dass dieser Unterschied vollkommen irrele- 
vant ist. 

In ähnlicher Weise können wir die anderen Functionen reduciren 
und erhalten das überaus wichtige von Appell aufgestellte 
Resultat, dass auch die Theorie derjenigen Functionen, bei 
welchen die Zahl der Unendlichkeitspunkte grösser ist als 
die Zahl der Nullpunkte, auf eine einzige Function zurück- 
geführt werden kann, die aus der früher betrachteten durch 
Vertauschung von v und i\ entsteht. Wir gehen auf dieses 
Resultat später noch einmal ein. 
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Die eiogeführten Functionen können nun auch in der Form von 
Doppelsummen dargestellt werden. Es möge das kurz folgendermaassen 
ausgeführt werden. 

Die Function cp(v) war durch die Summe dargestellt worden: 

(tM = VC- IV* - -~ • 

Wir greifen zunächst diejenigen Glieder heraus, welche sich auf 
negative Werthe von m beziehen. Dieselben können geschrieben werden: 

•^-t , ^ /,— 2jri6['»(m-f l)-f-l] /rw»im(m4-l)-|-2w-}-l ,^niv p— 2Äi(m-|-l)(a— 6) 

— > w (— 1 V« ^. _l -1 

^^ ^ ^ \ ^— 27ri6^.2//«-fl^^>2 7iip 

Diesen Ausdruck können wir nach Potenzen von: 
entwickeln. Das Resultat bringen wir in die folgende Form: 

2 

« 

wobei Ar gesetzt ist gleich: 

^1^^ _'^»,(_ iyne-."»M2/nji + »i + 2r+l)_^ "•" 2 2 g-2jri(ffi-fl)(a-6)^ 



Hierbei ist n als ungerade Zahl angenommen. Der Fall eines 
geraden n kann ganz analog behandelt werden. 

Aehnlich nehmen die Glieder, die sich auf den Nullwerth und die 
positiven Werthe von m beziehen, die Form an: 

n— 1 
2 

wobei Br gesetzt ist gleich: 

« j 2m-|-l 2r-f-l n 

Ii^= —'S^,n{— l\^ (>nif,(%mn-~n-{-2r-{-l)q^^ "^ ^2 "2^ ^,2 jr im(a — A)^ 



Wir können demgemäss die ganze Summe auch folgendermaassen 
schreiben : 

X X 

14) g:(r) ='Vm ^r(— l)w^iwiS+m(2/-+l)-«m g»// 

1 n-f 1 

4 

mä 

n X 

_ ^m "V'-(— l)'n/y'»''**+^"(2r4-l)-nm^^Tt7' 

Ü n— 2 
~~2~ 

wobei gesetzt ist: 



124 § 21. Reihenentwickelung der Primfiinct. im 2teii Falle. Indirecte Methode etc. 

/■ = (2r + 1 - ») (v-b-^^- mf2« + 2(« - 1)6 + nr], 

/■*= _ (2,. + 1 _ .„) (t,-b-L^-\- ,„|2a. + 2(« - 1)6 + «t|. 
Hieraus folgt die Darstellung: 

15) <piv) = s + s; 



Ü 

ac 00 



S'= 2i^'n^r{- lYq^^^-^^rm.miwn, 



1 1 



Hiermit ist das Problem für die Function (p{v) Tollkommen ge- 
löst. Auf die Convergenzbedingungen braucht nicht näher eingegangen 
zu werden. 

Genau so wird: 



00 X 



16) ^^(ü) = ^m VK- iy«fy«»«* + '"(2'"+l)-«m ßTli/, 



1 n-f-1 

a 

X X 



n — 1 

2 

wobei gesetzt ist: 



- ^m ^'•(— l)'n5'«'n^4-w'(2r+l)-nw gTt/'^^ 



/. = (2r + l-n){v-^-^)-- m{2a - 26 + nr), 

f,= ~{2r + 1 - n){v - |- - |-) + w(2ri - 26 + nr). 
Hieraus folgt die endgültige Formel: 

17) «PxW^-S.+ Ä'x, 

Ä. =- Vre ''''"V"'"^^+¥J^^„,(_. iy/i+l^»m2 ß7t.>i(2a-2ö + «r)^ 



'X 



X X 



1 1 

/' X T \ 

t6'x= 2r( t' — rt") — w(2a — 26 + «t). 



Damit sind die eingeführten Functionen durch Doppelsummen 
dargestellt. 
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§22. 

Erste directe Methode, die Frimfunotionen in trigonometrische Reihen 

zu entwickeln. 

Es soll nun eine directe Methode angegeben werden, mit deren 
Hülfe die Primfunctionen in trigonometrische Reihen entwickelt werden 

können. Wir nehmen dazu an, dass b = ^- ist, setzen überdies fest, dass 

Ad 

n eine ungerade Zahl sei. Es braucht kaum näher hervorgehoben 
zu werden, dass in allen andern Fällen durchaus analog verfahren 
werden kann. 

Unter den gemachten Voraussetzungen können wir setzen: 



^ = (-1) 



»,{a) 



2 



^1 • ^iiß) nT)coS7tv 
n-1 d-Aa ) 



A, =^2<- ^y^' — — ^ — -' 



n.d\.^,{^)sinn{v-^) 



A,=^n,c,„,-^,.e«^^^"^+')\ 



Die Richtigkeit der Behauptung folgt unmittelbar, wenn wir die 
Unendlichkeitspunkte links und rechts betrachten und um dieselben 
die entsprechenden Reihenentwickelungen herstellen. 

Setzen wir links und rechts an Stelle von v: v + ~f so erhalten 
wir auf der linken Seite: 






; 



während die Grössen A der Reihe nach übergehen in: 



'^'i • '^i(0; nx)cos7C (y + — j 

+ 00 2m-j-l 



« — 1 



'« 



126 §22. Erste directe Methode, die Primfunctionen in Reihen zu entwickehi. 



Durch Entwickelung der reciproken Sinus und Cosinus er- 
giebt sich: 

2) ^^^^~t"^< - ^. + ^. + ^., 



♦I — 1 



7t . ^^{v)d'Q{nVj nx) 



9(^\\ 2 A //A JE^ 2m+l n 



» 1 X 






i4= -'^' -yxym(--l)V'>(^'« + l— ).^ 



2^41 «1 _;j,-x(2m-fl) 



. r 






ü 



i?'= 






. , 



X 



jög = ^-Jr«« Vmf2«+i . cTiir{^m-\-l-n) g^ 2 



2m-|-l n 



^ 



U 



Andererseits sind wir aber berechtigt anzusetzen: 



4-x 



3) 



1 ^ o(^ ^0 _^„, 7, p7»ir(2w+l — n) 

7t '9'3 (r) t^o (ti V y n r) .^J 



Unter solchen Umständen folgt durch Vergleichung für den NuU- 
werth und für positive Werthe von 7h: 



4) 



^2 n .. q * 



n 2to4-1 2/ f,^nia "-^ - 7t i y (i m -\~l) 



ü 



« . 0', 



n — 1 



+ 2(- 1) 



-{-m 



. ff 



Uta 



Vx(- 1)"^. 



#,(«.) 



/i 



ü 






{^i.'^3(0, wr) 



+ 6'-'^'«.f2r« + l. 



Ist dagegen m negativ, so wird: 

n 2m-|-l 
5) hm-q^ ^ - ^^~"'^.C2mH-l. 

Die Grössen ft und c hängen jedenfalls von a ab, wir wollen sie 
unter solchen Umständen bezeichnen durch: 

&2/n(rt) und f2m + l(fO 

Dann folgt für alle Werthe von m: 

^2/ii + l(«) = C_2m-l(— ^0? . 
&2w-2 + 2n(rt) = &-2n«(— «); 

also vermöge Gleichung 5): 

2w-f 1 n 
f2m + l(«) = g "^ *-e~'''''.fc2//,-f2« 

für m =0, 1, . . . oc. 
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Setzen wir diesen Werth in Gleichung 4) ein, so nimmt dieselbe 
die Form einer Recursionsformel an, welcher die Grössen b Genüge 
leisten. 

Aus ihr ergiebt sich für tg,« die Gleichung: 

Die Formel gilt für )n == und für alle positiven Werthe von m. 
Für negative Werthe von )n sind die Grössen 6 bestimmt, ver- 
möge der Formel: 6_2,,(- a) = hn.^2+2a{a). 

Die Uebereinstimmung der soeben gefundenen llesultate mit den 
im vorigen Paragraphen entwickelten braucht nicht näher nachgewiesen 
zu werden. 

Somit sind wir auf systematischem Wege zur Aufstellung der im 
vorigen Paragraphen eingeführten Functionen gekommen. 

§23. 
Zweite directe Methode, die Primfimotionen in trigonometrische Reihen 

zu entwickeln. 
Die zweite directe Methode, die Primfunctionen in trigonometrische 
Reihen zu entwickeln, hat viel Aehnlichkeit mit der ersten. Sie 
unterscheidet sich von derselben im Wesentlichen dadurch, dass wir 
uns von vornherein die Entwickelung nach Potenzen von e''*" und e^*" 
angesetzt denken. 

Wir machen nämlich den Ansatz: 



d'i . ■9'g (0, nx) cos n v 
„-t (-lf+i^i(a--) 



n 

71/ \ n 

4-x 



,Q\.^,{'^)smn(v-fj 



A, =2" ^2m+l. 2.+1 • e«'I(«-+l)^+(2r+l)a]. 



00 
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Aehnlich kann gesetzt werden: 



— ■Xi QO 



Dann folgt genau so wie bei der ersten Methode für m = und 
für positive Wertlie yon m\ 

^ J._ü^ ^ 2(- 1)^7-) "^ (- 1)^--^^*""+*^+*' 



3) 






"7-+-J^)^ 






Für negative Werthe von m wird: 

n 8m+l 

Andererseits ist: 

n 2m + l 
^2i«4-l, 2r+l = 7^ " •62m + 2jt, 2r+2 

für wi = und positive Werthe von m. 

Setzen wir diesen Ausdruck in Gleichung 3) ein, so erhalten wir 
wieder eine Recursionsformel, welcher die Grössen h Genüge leisten. 

Dieselbe nimmt durch die folgende Erwägung eine besonders ein- 
fache Gestalt an. 

Fassen wir den Ausdruck: 

^o(^ - ^0 • 

^.'^3(1') ^^{iii'y nt) 

als Function von a auf und bezeichnen ihn als solche durch V^(a); so ist: 

also: T r ,,2r-l 

02m, 2r = €>2to + 2, 2; —2 • ^ 

oder: 

5) &2ot, 2r== 62m+2r,ü.3'^ • 

Hieraus folgt, dass wir berechtigt sind, in Gleichung 3) von vorn- 
herein r = anzunehmen. Dieselbe erhält dann die Gestalt: 

1 — ^^^- /i> i ^\ ** — ^ I * 

n 2m + l o Tn — 1 / i v^ —Z — (2TO-f2) i\^s +'" i 



6) 



(^) 



« I 8"»-f 1 I ^ 



+ 2^ ^ •62m-f 2n+2,0. 

Hiermit sind wir wiederum am Ziele. Der fertige Ausdruck für 
62ot,o folgt unmittelbar, braucht aber nicht weiter hingeschrieben zu 
werden. 
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§24. 
Speoielle Discussion des Falles n = 1. 

Wir wollen wiederum einige Anwendungen der allgemeinen Theorien 
geben, die in den letzten Paragraphen entwickelt worden sind, und 
zwar nehmen wir dazu zunächst den Fall w = 1. 

Wir wollen in diesem Falle setzen: 

dann nimmt die zu untersuchende Function die Gestalt an: 



1) 



*o(^' - D 



1 



Vermöge der angegebenen Methoden haben wir die folgenden 
Ausdrücke zu bilden: 



2i .^ sin 71 {v — mr) 



X 



3) E^- 



qK», 



Das Product dieser beiden Grössen nimmt die Form an: 

1 

— . > //* - ; - 



- X 

Ferner haben ^^ir die Grössen zu bilden: 



1 j^p 
4) «Fo(i') = - 2i2'"' 



+» .."'("'+"-7ei.,r 






'2m + 1 



^) ^---jir 



q.^^ 



Das Product dieser beiden Grössen nimmt die Form an: 

— « sinny^v -^ — rl 

Die Ausdrücke für R,(p{v) und ÜQ.fpQ^v) sind zu addiren und 
ihre Summe mit — 2ni zu multipliciren, so erhalten wir die gesuchte 
Darstellung und zwar in der Form: 

Krause, Doppeltperiodischc Functionen. II. 9 
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/ 



ro«+m+j 



^iW'^oC^) ^jLJStn7t(v- mt) ^^ . / 2w + l 



^n;r(i 



stnjcyv ^ 

Die Summen sind nach m von — oc bis + oo zu nehmen. Auch 
diese Formel findet sich schon in der Bi eh 1er 'sehen Arbeit. 

Wir setzen zweitens: 

1 r - T 

„==___, 6 = --, 

so nimmt unsere Primfunction die Gestalt an: 

Zu ihrer Darstellung haben wir die folgenden Ausdrücke zu bilden. 
Erstens nimmt q)(v) die Form an: 

9a) q)(v) = - ~.y A — 7 r 

^ ^ ^ 2i j^ sinit(v — mx) 

oder auch: 

9b) ^j{v) = ~ 2i2 *'"'■ ^^^^^'^^(^' " ^^''') ~ ~22^^'' 

Zweitens erhalten wir für R den Ausdruck: 

Unter solchen Umständen nimmt das Product der beiden soeben 
betrachteten Grössen die Form an: 

11) BMv)-J^^2r'.cotang«iv--mr)--^.p-^^. 
Analog wird: ^.( 2^+1 a 

12a) <Fo(t')=---2,2'*—7 2^+M 
oder auch: 

12b) 9)oOO = - 2i2^"'^" ''"'^'""•^''(''""^^^^ 
während iJ^ die Form annimmt: 

13) A)— - --v 



Für dies Product der beiden Grössen erhalten wir demgemäss: 



14) 






1 0-2 . -O-g 



2i 0-\ . ^0 
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Addiren wir die beiden gefundenen Ausdrücke und multipliciren 
die Summe mit —2nij so ergiebt sich die Entwickelung: 

. > /> ^,cotgit\v — r)\' 



= n\ '^'2^3"''. cotgniv-mr)-^. 



.^3 



In ganz analoger Weise sind die zehn analogen Quotienten zu 
bilden. Wir erhalten die folgenden Resultate: 



16) 






17) 









18) 



»'t ■ », ■ »,(r) 



\ ^0 ^g"*'.msy6';r(i;-/nT)-i-0-a ^(-l)"'/g * . S6»f ;r (^r 



2»i+l 



0]' 



19) 



I 



^i.d, .*,(») 



*o(d)*,(«;) 



20) 



m'+'W't'-r 



cosec 



7t(^ 



2m+\ 



■)]■ 



21) 



' ^,(t;)*o(^") 
= ff [«■o V«"'- Sfc«(i;- »»t)^-»» VC-l)""-' »3 

*»(f)*i(*') 



22) 



= « ( *o ^g"*'. C0/</ »(*' — 






;/2 



t) + 0-3 V(- 1)"» 3''»*. frtw^ n (v 



-mr)j, 
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§ 26. fipecielle Discussion des Falles n = 2. 



&^,d^,.^,{v) 



23) 



= ^[^o2' 



24) 



^2 . ^1 . ^sOO 






25) 



^oW^sW 



2;n+l 



Alle diese Entwickelungen sind schon von Biehler gegeben 
worden. Die Summen sind sämmtlich nach m von — oo bis + oo zu 
nehmen. 

Es ist nicht schwer, für eben dieselben Functionen noch andere 
Darstellungen, vor allem in der Form von Doppelsummen zu geben, 
wir sehen aber von ihnen ab, indem wir in Bezug hierauf auf die 
Biehler 'sehe Arbeit verweisen. 



§25. 

Specielle Discussion des Falles n = 2. 

Wir wollen jetzt zweitens n = 2 setzen und auch für diesen E'all 

eine Anzahl wichtiger Formeln ableiten. 

Setzen wir dazu zunächst: , 

a = h. 

Für diesen Fall wird li ^- 0, sodass die Function ^i{p) nicht in 
Betracht gezogen zu werden braucht. 
Ferner wird: 



1) 






2) 



9'i 



« -2 



,('_l'\m-hl^»2//'(w + l)^ g27rn 



Qtm-\-\ 1 ^2«! 



Die entsprechenden Grössen iJ nehmen die Form an 



3) 



Bo = li, = 



1 q' 
2i d\ 
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Unter solchen Umständen erhalten wir: 



4^ 






2m(m+l) ^iiir 



■]■ 



Wir wollen die zweite Summe für sieb betrachten. 

Es ist: ^m+i . 2w + l \ 
g2r«+i_^ ^nic^ 2e^''\(l 2 cos7t\y ö^ W' 

Unter soleben Umständen nimmt die zweite Summe die Form an: 



1 ^(_l)'n + l ^2w(mH-l) 



niii 



( 2;w + l \ 
cosnyc ^ — x) 



' VI. 
2 



2in(TO-|-l) 



.tmigTciv 



2 m + 



^') 



2^ 
oder aueb die Form: 

2'(-i)''+'a 

Ganz analog nimmt die erste Summe die Form an: 
— ^ >;(-l)'"+lg2m(m4-l).^o/rtw^Ä(^v- 
Unter Aenderung des Summationsbuehstabens erbalten wir demgemäss: 

2e\ 






-=7tiq^~y^(- iyng2m{m-l)L 



^,(2v, 2t) 

/ 2m-\ \ , / 2nf-\ Xl 
(f7t\v —Tj - tan{jjt\v 2~vJ* 



Nun ist aber nacb bekannten Formeln der quadratiscben Trans- 
formation: 

20', 20'i . 0(^ 2;rÖQ^.0g.Ö3 ;ri%. O"^ .-O'g' '^2*'^i 

'%(2«,2r) = ä^ö^r)#3(";;rr) = Oo(0 ^sC^)" ^ ^^P^ ° «Ü^')M^)" 

Unter soleben Umständen erbalten wir: 

'0*2 • "^1 

Da nun sebliesslicb die Beziehung gilt: 

cotanga — tanga =^ 2cotang2ay 
so ergiebt sieb die einfache Darstellung: 
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Es findet sich diese Formel in den citirten Arbeiten von Appell. 
Wir setzen zweitens: 

rt = 0, & = !' 
so nimmt die zu betrachtende Function die Form an: 



6) 



Wir haben wiederum die Functionen q)(v) und die entsprechenden 



Grössen 72 zu bilden. 
Zunächst wird: 



7a) 
oder also: 
7 b) 



9^w ^ —IT- y ---:— ^- — ^ ■ 

^ ^ 2i ^J sinn{v — mr) 



Die entsprechende Grösse ü nimmt die Gestalt an: 



8) 



E=\ 



9*»o 



i *'i.fl-o(0, 2t) 

Die Grösse Rq wird der Null gleich, sodass von 9?o(t') abzusehen 
ist. Für die Function (Pi{v) erhalten wir den Ausdruck: 



9 a) 
oder also: 



91 






\^ 



2»".+i+e* 



9b) 






2m*+S»w — 



8 pTtiv 



n\v 



roSTCW 



2m + 1 



2 







Für die Grösse U, erhalten wir den Ausdruck: 



10 a) 
oder auch: 

10 b) 



' 2i "<^3 . Ö'i' 



7?,= 



1 q*.». 



Unter solchen Umständen ergiebt sich: 



IIa) 



= — 27iil — 



1 ^(-ly'^q'"^' , 1^( l)'"+^g' "''"^'""^«" 



2?: 



sinii(v —mr) 2 ^ 



cos 



K\V — 



2m + 1 
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Wir können diese Formel auch schreiben: 

^ « », {v) »,{v) ^sinniv - mt) ^ i^ _ 2m + 1 \ 

Damit ist ein zweiter Quotient in trigonometrische Reihen ent- 
wickelt. 

Genau so können vier weitere Quotienten behandelt werden. Wir 
beschränken uns darauf, die entsprechenden Formeln hinzuschreiben. 



12) 



13) 



n ^^ (v) -^2 (y) ^ ''^i^^ 2 Ä (r - m r) 



. / 2w + l \ 
suin\v — t) 



2 111^4-2 m 4- i 
'^ ir «S-. M -«■- /'«?^ -^ Am TT ^r — mi T^ -^ 



3«f ^iOO^o(^) -^^^''httC?' - W'T^) ^^ shixiv - ^^^^ + ^ r) 



1 



In allen diesen Formeln ist die Summation nach m von — oo bis 
■j- x> zu nehmen. Dieselben sind von Appell aufgestellt worden. 



§26. 

Entwiokeltmg der Methoden von Appell und Halphen, 
die doppeltperiodisohen Functionen dritter Art in trigono- 
metrische Reihen zu entwickeln. 

Wir sind zu unseren Entwickelungen der doppeltperiodischen Fimc- 
tionen zweiter und dritter Art dadurch gekommen, dass wir die Theorie 
derselben auf die Theorie gewisser Primfunctionen zurückführten und 
diese in trigonometrische Reihen entwickelten. Bei diesen Entwickel- 
ungen machten wir von gewissen Functionen Gebrauch, die zuerst von 
Appell in voller Allgemeinheit aufgestellt worden sind und zwar 
gingen wir auf doppeltem Wege vor, indem wir erstens zeigten, dass 
mit ihrer Hülfe die Darstellung der Primfunctionen in trigonometrische 
Reihen gegeben werden kann und zweitens zu ihnen auf systematischem 
Wege gelangten. 
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Es ist nun klar, dass an und für sich der Durchgang durch die 
von uns eingeführten Primfunctionen bei den Functionen dritter Art 
nicht nöthig ist, dass vielmehr bei einer beliebig vorgelegten Function 
sofort die AppelTschen Functionen eingeführt werden können. In 
dieser Weise verfährt Halphen auf Grund der Appeirschen Arbeiten 
in seinem Werke über elliptische Functionen. Es zeichnet diese 
Halphen'sche Darstellung sich durch eine überaus grosse Einfachheit 
und Eleganz aus. Wenn wir dennoch zunächst den längeren Weg mit 
Hülfe der Transformationstheorie gewählt haben, so hat das die 
folgenden Gründe. 

Erstens ist es nach verschiedenen Richtungen hin von der grössten 
Bedeutung, den Zusammenhang der Theorie der allgemeinen doppelt- 
periodischen Functionen mit der Transformationstheorie darzulegen. 
Es kommen für diese Functionen auch noch andere Probleme in Be- 
tracht als die Entwickelung in trigonometrische Reihen, z.B. das Problem 
der Entwickelung in Potenzreihen. 

Für die Lösung derartiger Probleme eignen sich unsere Prim- 
functionen in besonderer Weise, wie am Schlüsse des ersten Bandes 
dieses Werkes gezeigt worden ist, während dasselbe für die Appell- 
schen Functionen nicht der Fall ist. Aber auch für unser eigentliches 
Problem giebt die Transformationstheorie in dem Falle, in welchem 
mehr Nullpunkte als ünendlichkeitspunkte vorkommen, eine einfache 
Bestimmung der in Betracht zu ziehenden Constanten, welche neben 
der Bestimmungs weise von Halphen in seinem Werke und der von 
Appell in seiner Arbeit im dritten Bande der Annales de l'^cole nor- 
male vielleicht von Interesse sein dürfte. 

Femer aber können mit Hülfe der AppelFschen Functionen zu- 
nächst nur die Functionen dritter Art entwickelt werden. Für die 
Functionen zweiter Art versagt die Methode, wie aus den früheren 
und den folgenden Betrachtungen dieses Paragraphen klar ist. Die 
Theorie derselben kann nicht unmittelbar auf die Theorie derjenigen 
Functionen zurückgeführt werden, die aus der Appeirschen durch 
entsprechende Specialisirung von n entstehen. Demgemäss wird in 
dem Halphen 'sehen Werke die Theorie der Functionen zweiter und 
dritter Art in gesonderter Weise dargestellt, während sie bei uns 
unter demselben Gesichtspunkt erscheint. 

Endlich ist es innerhalb gewisser Grenzen möglich, unsere Prim- 
functionen auch für den Fall von periodischen Functionen von mehr 
als einer Veränderlichen zu verallgemeinern. 

Diese Gründe haben zu der vorhergehenden Darstellung geführt. 
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Bei der grossen Einfachheit und Eleganz der AppelTschen 
Methode möge dieselbe kurz charakterisirt werden. Dieselbe bezieht 
sich, wie bemerkt, nur auf Functionen dritter Art. 

Es ergeben sich die folgenden Resultate: 

Die Function: 



n 



g^Jtimnv y>mn{m — 1) piniPi 



2) 



leistet als Function von r betrachtet den Gleichungen Genüge: 

F(v + T, i\) =- (~ l)'•^J-2«»«^2^(^, r,). 
Als Function von i\ betrachtet ergeben sich die Gleichungen: 

F{v, Vi + t) = (- ly e"""'- . F(c , i'i) + S, 



3) 



n — 1 



S = Vr( -!)'—'• e2«'(—'-)*".£,(tO, 





-j-QO 



JP^ fA = ^S^//t (—1 )'" » + '■ e^ ;r I (in n-\-/)r gin m {m — ) -|- 2 «< r^ 



Mit Hülfe der Thetafunctionen können wir die letzten Functionen 
auch schreiben: 



Er{v) = (- Vf e2««>^ 0-0 [m (r - |) .+ rt + --i-, nt 



]• 



2/" " • 2 

Hieraus ergeben sich dann die folgenden Sätze: 

I. Alle Functionen dritter Art des Argumentes r, welche 
den Gleichungen Genüge leisten: 

f{v + 1) -= f{v) 

fXv + r) = (- l)«e-««»»7'(^0 
und die einfachen Unendlichkeitspuukte besitzen 



V = -y/**) 



— abgesehen von Vielfachen von Perioden — lassen 
sich in der Form darstellen: 

f(v) = Ao . E,(i:) + ;, . E,(r) + • • • kn-,.E,^,(v) +^Il . F(r, r,), 

wobei die Summe auf der rechten Seite über i'i, gleich 
sämmtlichen i\^^^ zu erstrecken ist. Die Grössen A und 
R sind unabhängig von v. 

IL Alle Functionen dritter Art des Argumentes r^, 'welche 
den Gleichungen Genüge leisten: 
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f\v, + 1) =-- f(v,), 

f(i\ + r) = (-iy(^^i-^rf(v,) 

und die einfachen Unendlichkeitspunkte besitzen: 
lassen sich in der Form darstellen: 

wobei die Summe auf der rechten Seite über v gleich 
sämmtlichen y^") zu erstrecken ist. Die Grössen B 
sind unabhängig von yj. 

Die Bestimmung der Grössen II erfolgt in beiden Fällen in ein- 
facher Weise durch Entwickelung beider Seiten um die einzelnen Un- 
endlichkeitspunkte. Ueber die Bestimmung der Grössen A ist das 
Nothwendige bereits bemerkt worden. 

Der erste Fall umfasst dann alle Functionen, bei welchen die Zahl 
der Nullpunkte grösser ist als die Zahl der Unendlichkeitspunkte, der 
zweite Fall alle diejenigen, bei welchen mehr Unendlichkeitspunkte als 
Nullpunkte existiren. 

Schliesslich möge bemerkt werden, dass die Functionen F(r, i\) 
sich bei der Halphen 'sehen Darstellung als specieller Fall einer all- 
gemeineren Function ergeben, nämlich der Function: 



4) f (.r) = y /* :r"» '^ . ^*"« ("' ~ *) . (xq^ ") , 



x = — P*"'*", 



00 



bei welcher d{z) eine willkürliche Function von z bedeutet, die nur 
gewissen leicht angebbaren Bedingungen Genüge leistet. 

§27. 

Untersuchung des Falles mehrfacher Unendlichkeitspunkte. 

Beispiele hierzu. 

Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir stets angenommen, 
dass die in Betracht kommenden Unendlichkeitspunkte einfache seien. 
Im ersten Bande (§ 81) ist angedeutet worden, wie in dem Falle 
mehrfacher Unendlichkeitspunkte zu verfahren ist. In diesem Falle 
treten zu den gefundenen Primfunctionen noch deren Diiferential- 
quotienten nach gewissen Grössen hinzu. Sind die Functionen zweiter 
Art vorgelegt, so gestaltet sich die Untersuchung, wie an der genannten 
Stelle gezeigt worden ist, so übersichtlich und einfach, dass wir füg- 
lich von ihr absehen können. Auf den Fall der Functionen dritter 
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Art wollen wir etwas näher eingehen, aber hier bei der AppelTschen 
Darstellung bleiben, da dieselbe sich als besonders elegant zeigt. Es 
braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass bei den von uns ge- 
brauchten Primfunetionen ganz analog verfahren werden kann. 
Die Resultate gestalten sich nun folgendermaassen: 

I. Sind mehr Nullpunkte als ünendlichkeitspunkte vor- 
handen, so tritt an Stelle der Summe: 

die Summe: 

wobei die Summe genau so zu nehmen ist, wie im 
Falle der einfachen Unendlichkeitspunkte, wo über- 
dies 2> den Grad der Vielfachheit des entsprechenden 
Unendlichkeitspunktes bedeutet. 

IL Sind mehr Unendlichkeitspunkte als Nullpunkte vor- 
handen, so tritt an Stelle von: 

^R . F(v, t-O 

der Ausdruck: 

wobei in Bezug auf die Summe und die Zahl p genau 

das Analoge gilt wie vorhin. 
Die Grössen 7? sind durch Entwickelung um die entsprechenden 
Unendlichkeitspunkte bestimmt. Wir wollen diese Regeln auf zwei 
Fülle anwenden. Zunächst wollen wir die Quotienten ins Auge fassen: 

Als Repräsentant derselben nehmen wir den Quotienten: 

"^\{^) ' 

Als Function von r betrachtet, leistet derselbe den Gleichungen 
Genüge: 

1) f{^ + 1) = m, 

2) fiv + t) =-■ c" («'+') . f{v). 

Von Perioden abgeselien, besitzt der Ausdruck einen einzigen 
Unendlichkeitspuukt und zwar den Punkt: 

2^ 2 
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Dieser Unendlichkeitspunkt ist ein doppelter. Die Entwickelung 
um denselben ist leicht zu vollführen. In der That, setzen wir: 



so folgt: 



' = ''"2 + 2' 



oder also: 



^\0'0 



^2(r) _ r 2^ '^^. 0-g(/r) 



oder auch: ^ ^ 



+ 



Die Appeirsche Function lautet nun für m-=1: 

wenn wir uns an Stelle von v und i\ gesetzt denken ii und r und 
ferner die Bezeichnung einführen: 

Der Dififerentialquotient derselben nach w lautet von einem con- 
stanten Factor abgesehen: 

^-^(- iy"w? ..x'"».^"' ("'-*).// W-- iy'.'z;"*+*.g"*('«-^).?/.52"* 

In diese Ausdrücke haben wir nach unseren allgemeinen Sätzen 
zu setzen an Stelle ^^^ y. y ^^ 

von x\ — 1. 
Auf diesem Wege erhalten wir die Darstellung: 

^ (2/« — 1)« 4-(2'/*— 1)* 

Die erste Summe auf der rechten Seite können wir schreiben: 

1 ''iri |(2'«-i)V X, i ^1 \i^'n-i)\ .. ( 2m- 1\ 



die zweite nimmt die Form an: 



-^- (2 m — 1)2 

„2 — ^^ — 



. . / 2m - 1 \ 

iC0S'7t[v — ■ ^ T I 
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Die beiden Constanten sind durch Entwickelung um den Unend- 
liehkeitspunkt unmittelbar bestimmt und zwar wird: 

oder also wir erhalten die Darstellung: 



5) 






2m - 1 



^-j -(2m -1) 



. SCC'X I i' 



2 m - 



i.)- 



2 



•) 



Ganz genau so sind die übrigen 11 Quotienten zu untersuchen. 
Wir erhalten die Resultate: 

f 1 »\' *.(f) 



6) 



n' 



17 , V. IUI ^^ . %-l 9 / \ 

+ ^ g!^ * . ^w w/y ;r {v — wi r) Sf'C n (v — m x) , 



7) 



1 >i>,' »,{v) 



1 






(2/n— 1)2 



/ 2/w-l \ 



-11^ 



(2w — 1)2 



2m- 1 



. rösrc 



/ zm—l \ 



8) 



1 %^J^ '^9(^0 rt • v^ » / \ 

TT -^2 ^i KP) ^ 

+ //3"'* • cotang n {v — m x) . cosec n (v ~ w r), 

1 d',' *oOO 



+ Vg'"' . sec-x{v - m r), 



10) 



1 »'.^ »i{>>) 
«* «•, *3«(i;) 



= '2 



-. "— "• «. 



(2m-l)5rrÄjt;' 



2m -1 
~~2 ~ 



■) 



11) 



_'^ -(2m-i)s / 2m -1 \ / 2w-l \ 

+ ^^ff"** . cosec^jt {v — m r), 



12) 



1 ^»M_ 



(2m— 1)2 



(2m-l)^ö6Yc;r( ü 



(2w--l)2 



'■^«^^ 



cotnngzfv — r j cosecTtfv 



2 m -l 



.-') 



2w-l 



2»» -1 



0. 
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f 1 n* *oW 



13) 



.•V, 



+ ^(—i)"'q"'*.cosec^a(v — mr), 



14) 



li^|i^=jH)-"(^'»-')'^ 



(2 m- 1)2 



2m-l 



. cosec 






2»j-l 



2 
2»«- 1 



+ * > (— 1) 3 ■ fofrt»«/«! y — x\cosee%lv — r j^ 



f 1 *'.* *s(^) 



15) 



+^(— 1)»'2"" . sec^%{y — m r), 



16) 






(2 m — 1) 



2)w-l 



+ *>!'(-l)"+'9' 



(2m~l)» 



^ 



lang 1t iv 



/ 2f)W— 1 \ 
2?w — I \ / 2m -1 \ 



Auch diese Formeln finden sich schon in der mehrfach citirten 
Arbeit von Biehler. 

Die Summen sind sämmtlich nach m von — x» bis + oo zu 
nehmen. 

Wir wollen schliesslich nocli die Quadrate der reciproken Theta- 
functionen in Betracht ziehen. Als Repräsentant derselben nehmen 
wir den Ausdruck: ^ 



n(^) 

Als Function von v betrachtet, leistet derselbe den Gleichungen 
Genüge: 

17) /^(t; + 1) = /^(^), 

18) f{y. + t) = ^^'<^'^') 4{i:). 

Von Perioden abgesehen, besitzt der Ausdruck einen einzigen Un- 
endlichkeitspunkt und zwar den Punkt: 

X 

Dieser Unendlichkeitspunkt ist ein doppelter. Die Entwickelung 
um denselben ist leicht zu vollführen. 
In der That setzen wir: 



r = IV + — ; 



so folgt: 
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1 _ ^2 e^»«« 
oder also wir erhalten die Entwickelung: 



19) 






Wir haben nun hier die Function in Betracht zu ziehen: 



20) 






y 



wobei dieselben Bezeichnungen gebraucht worden sind, wie bei den 
vorangehenden Beispielen. 

Bilden wir den Differentialquotienten dieser Function nach w, 
setzen sodann ^ = 1, ferner an Stelle von yi yq, so erhalten wir analog 
wie vorhin die Darstellung: 



21)-- ^=y 






y^Q 



2m-l 



gü,,.-l _ y 



(«' 



- ■ ?/)' 



Die erste Summe kann geschrieben werden: 

_ „„ .2m— 1 



2^ 
oder auch: 



* (2m-l)« i - 



(■ 



) ( 2m - 1 \ 



7 ^, (^1 - 27W Cg) 3 ^ ro^aw^Ä \^t? - - ^ " V 



2^ 



cotang 



Die zweite Summe nimmt die Form an: 



'12' 



4(2m-i)« / 2m — 1 \ 
g ^ . cosec^Tt [v — r I • 



Durch Entwickelung um den Unendlichkeitspunkt herum er- 
oder also wir erhalten die Darstellung: 



giebt sich: 



22) 



1 ^V o-^/o 1^ 2(^''»-^)' , { 2m -1 \ 



-2« 



.cosec'x\v — tI- 
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Ganz analog folgt: 



23) 



%' ^,\v) ^^ 



4 i ^m . 9^'"^ cotamfniv — mr) 



+ ^^"^^-cosec^niv — mr). 



Die beiden fehlenden Quotienten entstehen aus den betrachteten, 

indem an Stelle von v links und rechts v -\- -^ gesetzt wird. Diese 

Formeln sind von Hermite zuerst aufgestellt und von Appell in den 
citirten Arbeiten veröffentlicht. 



§28. 

Die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen erster Art 

in trigonometrische Reihen. 

Die doppeltperiodischen Functionen erster Art lassen sich, wie in 

§ 82 des ersten Bandes nachgewiesen worden ist, sämmtlich aus den 

Functionen: q.; /„ \ 

^ a\0 — a) 

und deren Differentialquotienten nach r zusammensetzen. Für unsere 
Betrachtungen sind wir dabei vollkommen berechtigt a = zu setzen. 
Von den doppeltperiodischen Functionen zweiter Art ausgehend, kommt 
man zu den genannten Functionen durch einen Grenzübergang und so 
müssten auch aus den gefundenen Formeln sich durch Grenzübergänge 
die trigonometrischen Entwickelungen der soeben genannten Prim- 
functionen ableiten lassen. Es soll dieser Weg hier nicht eingeschlagen 
werden, vielmehr wollen wir auf directem Wege und z^ar nach 
zweierlei Methoden die Functionen 

in trigonometrische Reihen entwickeln. Der erste Weg ist schon von 
Jacobi eingeschlagen worden. 

Wir beschränken uns bei der Ableitung auf den Fall a = 0. 

Für diesen Fall ist: 

1) %^{p) =TJ(l - q^")rT{l - 2q^^-K cos27tv + q^^-^). 
Hieraus folgt: 
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Nun gelten aber, so lange die Ungleichungen bestehen: 



die Entwickelungen: 

J° ^(8j«--1)/« pinhnv 



m 

1 



log(l - qin^i,e-inir^ "^ ~~^ 



m 



^(2 n — \)m ^ — %nimv 



m 
1 



Aus diesen Entwickelungen folgt: 



lof,»,(v) = %JJ(1 - 3««) - 22» 2 



00 00 

tn 



m 

1 1 



oder wie sich durch Umkehrung der Summationsordnung ergiebt: 
Genau so folgt: 



5) log»,_(v) = P + /Qg(2g*.CQSgi;)-2V^ ^^"/f- 



.cos2mnv 
wobei gesetzt ist: ^ ^ ^^^-^^^ _ ^,„^ 

und die Summen nach m von 1 bis oo zu nehmen sind. 

Durch Differentiation erhalten wir hieraus die Darstellungen: 

l ^q(v) _ "^(f . sin 2 7HJtv 
^^ li^tjvj^ 2j 1-2«- ' 

1 ^\{v) '^(— 1)'" <7'" • sin 2mnv 

1 ^i(:^) A . ^-i3*"*.sm2wÄi; 



8) Jl:^ cdangnv^^y^-i 



g2m 



,2 m 



Zu denselben Resultaten gelangt man auch durch die folgenden 
Erwägungen. 

Krause, Doppeltporiodlsche Functionen. IL 10 
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Jedenfalls können wir die Ansätze machen: 

4- 00 



10) 



1 iVoW ^ . o • 



1 ^^ (v\ i^ 

^ n #i(r) •' ^^ 



Nun ist: 



— X) 

1 

/ T \ 



also: 



'»('■" ^)^~** "*". c»" . ö-o(i'), 



^.(-5) 






Andererseits wird: 
cotangjtlv — 9 ) = / ^i t / 



1 — g^'--^"^ 
oder also: 

cotamjzfv - k) == i{l + 2 q . r~^ '''^ + 2 qK e-^''*' + • • •). 
Unter solchen Umständen erhalten wir: 

Andererseits ist derselbe Ausdruck gleich: 

Durch Vergleichung ergiebt sich für m =^ 0: 
für positive Wei-the von m\ 

Nun finden aber ofiFenbar die Beziehungen statt: 

also folgt: 

A„,= -2l.q-^+li„,,q^-=-2i^ + A,,,q^% 

oder also wir erhalten für A,n den Ausdruck: 






12) ^'»= -2»" 7:^.-1;, • 

Damit haben wir die früheren Resultate wiedergefunden. 
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Mit Hülfe dieser Darstellungen können nun die sämmtlichen 
doppeltperiodischen Functionen erster Art in trigonometrische Reihen 
entwickelt werden. Da die wichtigsten Beispiele hierfür schon im 
ersten Bande — wenn auch auf anderem Wege — abgeleitet worden 
sind, so wollen wir uns begnügen, die Reihenentwickelung für sn^u 
anzugeben. Bekanntlich ist: 

• /'2xüry < d^%»o(t') 
l^__j,„« = _ _ — 

Hieraus folgt dann die Darstellung: 

Die Entwickelung der Functionen cn^u und dn^ii folgt vermöge 
der Formeln: 

14) sn^a + cn^w = 1 , 

15) dn^u + x^sn^M = 1. 



10 



Dritter Abschnitt. 
Theorie der Ficard'schen Differentialgleichnngen. 



§ 29*) 
Definition der im Folgenden zu behandelnden Differential- 
gleichungen. Existenzbeweis eines Fundamentalsystems 
von Integralen für den Fall eines regulären Punktes. 

In dem dritten und letzten Abschnitt dieses Werkes beschäftigen 
wir uns mit Differentialgleichungen von der Form: 

wobei die sämmtlichen Coefficienten eindeutige Functionen von x und 
zwar gebrochene transcendente Functionen sein sollen. Um den elemen- 
taren Charakter unserer Betrachtungen zu wahren, sollen die einfachsten 
und wichtigsten Sätze über derartige Differentialgleichungen hier kurz 
entwickelt werden. 

Diejenigen Punkte, an denen eine oder mehrere der Functionen y^ 
unendlich gross werden, nennen wir singulare Punkte der Differential- 
gleichung, im Gegensatz hierzu nennen wir diejenigen Punkte, an 
denen die sämmtlichen Functionen ih^lhf • - Pn sich regulär verhalten, 
reguläre Punkte derselben. 

Es gilt dann der folgende Lehrsatz, der das Fundament der 
ganzen Theorie unserer Differentialgleichungen ist. 

Lehrsatz: Ist Xq ein regulärer Punkt der Differential- 
gleichung, so giebt es eine Potenzreihe, die nach Potenzen 
von X — Xq fortschreitet, welche der Differentialgleichung 
Genüge leistet und deren Convergenzbezirk mindestens bis 
zum nächsten singulären Punkt reicht. Die n ersten Coeffi- 
cienten derselben sind willkürlich, die übrigen eindeutig 
bestimmt. 
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Den Beweis dieses fundamentalen Lehrsatzes geben wir in der 
folgenden Weise. 

Im Punkte Xq mögen die sämmtlichen Functionen /)j,|)2, .. .^)« 
sich regulär verhalten. Der nächste singulare Punkt sei der Punkt x^ 
und zwar möge seine Entfernung von Xq gleich r^ sein. 

Die sämmtlichen Grössen ^>,, die wir als Functionen von x durch 
p»(jx) bezeichnen wollen, lassen sich dann nach dem Taylor 'sehen 
Lehrsatz entwickeln und zwar wird: 



2) Mr,^n,-M^.H->m,-:,.i^l) 



+ 



Der Convergenzradius aller dieser Potenzreihen von // ist dann 
mindestens gleich r^. 

Es sei nun r irgend eine positive Grösse kleiner als r^. Wir be- 
schreiben um Xq einen Kreis mit dem Radius r und lassen x alle 
Werthe auf demselben durchlaufen. Dann gehört zu den entsprechen- 
den absoluten Beträgen von Ps{x) eine obere Grenze, die wir durch 
Jtf, bezeichnen wollen. Gemäss des in § 3 des ersten Bandes ab- 
geleiteten Satzes findet dann die Beziehung statt: 



m 



«0 



Wir wollen nun eine Anzahl neuer Grössen 9i, 9>27 • • • 9^« durch 
die Gleichungen definiren: 

31, 31 n 



3) 



9>i 



x — x. 



9>n = 







1 



t^' »4 I 







r r 

so ergeben sich durch Differentiation die Beziehungen: 

/ d<jp, 1 Jf, 



4) 



dx 



'■ (i - '^") 



d'"q>s 

dx"' 



ml 



M. 



x — x,\"'+^ 



ö) 



Daraus folgt für den Punkt x = x^i 

(p,{x^ = 31,^ 

f d(pXx) \ _ Jf.^ 
V dx A r 



\ dx"' A. r" 
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Setzen wir diese Ausdrücke in die obigen Ungleichungen ein, so 
nehmen dieselben die Form an: 






Hieraus folgt eine Reduction des Problems. Wir nehmen dazu 
die DiflFerentialgleichung: 

Könnten wir nun nachweisen, dass eine Potenzreihe von x — Xq 
existirt, welche dieser Dififerentialgleichung Genüge leistet, so zwar, 
dass der Convergenzbezirk ein Kreis mit dem Radius r ist und die 

Grössen u^—^'' j ^—i ^^^^^^^ gegebene positive Werthe annehmen, 

80 wäre unser Lehrsatz bewiesen. Wir stellen dazu die folgenden Be- 
trachtungen an. 

Die sämmtlichen Ableitungen einer der ursprünglichen Dififerential- 
gleichung genügenden Function y lassen sich in die Form bringen: 

dry d—'y d'^-hj 

~d^ ^ "'•' ""-'d^^^ + '^'•' ''-''dh^^ + * • • '^'•'^^^ 

wobei die Grössen a sich aus den Grössen p und deren Ableitungen 
durch die Operationen der Addition und Multiplication zusammensetzen. 
Nimmt. man nunmehr die Differentialgleichimg: 

d^u rf"-~% d'*~*ti 

so lassen sich die sämmtlichen Ableitungen einer derselben genügenden 
Function u in der ähnlichen Form: 

d'-u d^'-^u d^-^u 

d^ = P^^ «-^d^^ + P'-' «-V:r^2 + •■• ^^''^-^ 

darstellen. Die Grössen ß werden aus den entsprechenden Grössen « 
abgeleitet, indem man an die Stelle einer jeden Function p und ihrer 
Ableitungen die entsprechende Function q) und ihre entsprechenden 
Ableitungen setzt. 

Hieraus folfft: o ^ i ^ , 

und damit ist die Richtigkeit der Behauptung nachgewiesen. 

Wir können uns also auf die Discussion der Differentialgleichung 
beschränken: ^„^ ^n-i^^ d^-^ti 
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Wir setzen in ihr: 



so folgt: 



r ' 




dn 1 du d^u 


1 


dx r .dz dx" 


r' 



und es nimmt die transformirte Diflferentialgleichung unter Berück- 
sichtigung der Werthe von qp^, 92; - • • 9^» ^^® Form an: 

Es bleibt nachzuweisen, dass dieser Differentialgleichung eine 
Potenzreihe „ = «,+ «,. ^ + «, . ^* + • • • 

Genüge leistet, deren Convergenzbezirk ein Kreis mit dem Radius 1 
ist, wobei die Grössen a^, a, . . . a^—i beliebig vorgelegte positive 
Werthe annehmen. Den Beweis geben wir in der folgenden Weise. 
Jedenfalls müssen die Relationen bestehen: 

(n + s)(n + s - 1)- • -(s +\)a,^, 
= (n + s - l)(n + s- 2)-"(s + l)(s + 3/,r)a,+,^, 
+ (w + .s - 2) • • • (s + 1)3/2 . r\ a«4.,_2 + • • wV, . r«. n-,. 

Nimmt man daher die Grössen a^, a^,- • «,—1, oder was dasselbe 
sagt, die Grössen: /d'ux 

positiv an, so sind alle Grössen a positiv und es kann ferner «4^., in 
die Form gebracht werden: 

wobei ^' eine positive Grösse bedeutet. 

Man kann nun, ohne der Allgemeinheit der Untersuchungen Ab- 
bruch zu ihun, annehmen, dass: 

ibTj r > n 

ist. In der That, ist dasselbe nicht der Fall, so bleiben alle noth- 
wendigen Schlüsse erst recht gültig, wenn wir J/, so gross wählen, 
dass dieser Ungleichung Genüge geleistet wird. 
Unter solchen Umständen ist: 

für jedes ganzzahlige .s, sodass die Grössen a von a„ an mit ihrem 
Iudex wachsen, dass femer die Ausdrücke: 
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für positive Werthe von r jedenfalls unterhalb einer endlichen Grenze 
bleiben. Aus den Relationen, die zwischen den Grössen a bestehen, 
folgt nun durch Division mit der Grösse: 

(n + s){n + 8 — 1) . • • (s + l)a«^,_i 
die Gleichung: 

"T 7 — ; — Ä7 — . r\ r • • • 



a^j^.^i n + s in + s)(n + s — \) a^^.^i 



+ 



Hieraus folgt: 



{n +s)" '{s + 1) a;,+,_i 



lim "•+' 1 










-'S", 




21 - V«.^' 





mithin ist: 



das heisst die Reihe: 



ist convergent, so lange der absolute Betrag von s kleiner ist als 1. 
Damit ist der verlangte Beweis geliefert. Ein jedes Integral liefert 
nun eine analytische Function in dem Sinne, wie es in dem ersten 
Bande auseinandergesetzt worden ist. Wir wollen versuchen den Zu- 
sammenhang anzugeben, der zwischen denselben besteht. Bleiben wir 
bei dem Punkte Xq stehen, so giebt es unendlich viele Potenzreihen 
von X — Xqj die der Differentialgleichung Genüge leisten, da die n 
ersten Coefficienten vollkommen willkürlich geblieben sind. Wir 
wollen n derselben herausgreifen: 

Vi = ^01 + ^11 C^' - -O H «'/i-i,iCr - .r-o)"-* + an^y (.r - x^Y H 

2/2 = «02 + «12 (-^ - -^o) H ««-1,2(-^' - ^o)""^ + <^n,2 {-V - X^'' + • • • 

y« = «2 n+ (Hn{j^ — ^*o) H ^n -l,n(.T — X^'"' ^ + ^l^, „(j^ — X^"" H 

Die willkürlichen Coefficienten ar»{r 5^ w — 1, «^ ^ w) sollen hierbei 
so gewählt sein, dass ihre Determinante: 

«Ol «11 • • • «n— 1,1 
«02 «12 • • • «4 — 1,2 



; Ö^OÄ^ln. . • ß^/i — l,n 

einen von Null verschiedenen Werth annimmt. 
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Dann gilt der 

Lehrsatz: Eine jede andere nach Potenzen von x — Xq 
fortschreitende Reihe, welche der vorgelegten Differential- 
gleichung Genüge leistet, lässt sich als eine lineare 
Function der soeben definirten n Reihen darstellen. 

In der That, sei die Reihe: 

y = «0 + ^iC^' ~ -^o) H — ««(-^ - •''o)'* H — 

irgend eine andere Reihe, welche der Differentialgleichung Genüge 
leistet, dann wäre zu beweisen, dass w Constanten q, Cg, . . . c« derart 
bestimmt werden können, dass die identische Gleichung besteht: 

Dazu muss nachgewiesen werden, dass die Coefficienten der ein- 
zelnen Potenzen von x — r^ links und rechts einander gleich gemacht 
werden können und zwar können wir uns auf die Potenzen von der 
0**^" bis zur n — V^^ beschränken, da durch die Coefficienten der- 
selben die Coefficienten der höheren eindeutig bestimmt sind. 

Wir erhalten demgemäss die Gleichungen: 



da — l = Ci«»_i,i+- • • Cnan — iy^ 



als hinreichende und nothwendige Bedingung für die Richtigkeit 
unserer Behauptung. 

Diese Gleichungen stellen aber ein lineares Gleichungssystem mit 
den Unbekannten c^c^j . . . Cn dar, welches immer auflösbar ist, da die 
Gleichungsdeterminante von Null verschieden ist. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Wir wollen nun ein solches System von Integralen ein Funda- 
mentalsystem nennen, die Grössen y^, %, . . . y,t die Elemente 
desselben. 

Aus dem letzten Satze folgt unmittelbar der weitere 

Lehrsatz: Zwischen je (^^ -f 1) Potenzreihen von x — Xq, 
die der vorgelegten Differentialgleichung Genüge leisten, 
findet eine lineare homogene Gleichung mit constanten 
Coefficienten statt. 

In der That, seien ;?/, y^^\ y^^\ . . . //'*) (^n -f 1) solcher Reihen, so 
hat man die folgenden (n -f 1) linearen Gleichungen: 
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// =^1 2/1 + ^2 y^ + '-Cn Vnj 

yü) = c(i\ j/i + c^^\y^ + . . . c^^\yn, 

y(«) = C^^^ J/i + • • • C^«)«^«, 

in denen die Grössen c sämmtlich Constanten sind. Eliminirt man 
aus diesen Gleichungen die Grössen ^/i, ^2? • • • .V«; so erhält man als 
Eliminationsresultat eine lineare homogene Gleichung zwischen «/, i/^^\ . . . ?/*> 
mit Constanten Coefficienten. 

Wir denken uns nun ein Fundamentalsystem für den Punkt X(^ 
festgelegt, y^y^j - - Vn und wollen die Functionen in der im ersten 
Bande näher angegebenen Weise bis zu irgend einem andern regulären 
Punkte x^ fortsetzen. Wir behaupten, dass das Fundamentalsystem 
dann seinen Charakter nicht geändert hat, dass seine Determinante 
wiederum von Null verschieden ist. 

In der That, es gelten die Gleichungen: 



rf"t/i 



^"~*?/i , .. d^-hf^ 



dx' 



- ~^' dx'^-' "^^'^ 



dx' 



+ "'Pn^yu 



^"?A 



Pl 



d^-hi 



d'^-^y 



^1 +Pt-S-^l,+ "Pn-yn. 



dx'* dx"""^ dx' 

Bezeichnen wir daher die Determinante: 

dx"-^ dx""'' " -^^ 



d'^-^y^ d^'-'y^ 



dx 



«— 1 



=¥ • • • :(/2 



dx 



»1—2 



d'^-hj,, d"-^ya 
±^ • ' ' Vn 



durch i), ferner die Determinante, bei welcher in der ersten Vertical- 
reihe an Stelle des n — 1*®^ Differentialquotienten die entsprechenden 
n^^^ gesetzt sind, durch D^, so folgt: 

Andererseits ist aber l\j wie sich unmittelbar ergiebt, der Diffe- 
rentialquotient von D nach .r, sodass wir die bekannte Relation erhalten: 

dlo(f D 



dx 



Pi 



oder also: 

8) D=C.cfp^^', 

wo (1 eine Constante bedeutet, die durch die Werthe von yi^y^j-'-Vn 
und ihrer Ableitungen im Punkte x =^ x^ bestimmt und demgemäss 
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von Null verschieden ist. Da /f^ dx nur für einen singulären Punkt 
unendlich werden kann^ so folgt ^ dass 1) an allen regulären Stellen 
von Null verschieden sein muss. 

Hieraus folgt, dass wenn die Functionen yi,J/2>---^» ^^^ 
Fundamentalsystem bilden, sie auch dann ein solches aus- 
machen, wenn man jede derselben auf demselben Wege zum 
Punkte x^ zurückführt. 

Um weitere Eigenschaften der Fundamentalintegrale zu erhalten, 
beweisen wir den folgenden 

Lehrsata: Die hinreichende und nothwendige Bedingung 
dafür, dass zwischen n in der früheren Weise definirten 
Functionen von x\ J/uJ/g? ••2/« eine lineare homogene Gleich- 
ung mit Constanten Coefficienten besteht: 

^1 • yi + ^2 • »2 H — c« . y« = 0, 
ist das Verschwinden der Determinante Z). 

Dass dieses Verschwinden von D eine nothwendige Bedingung ist, 
folgt unmittelbar, etwas schwieriger ist es zu zeigen, dass es auch die 
hinreichende ist. 

Um dieses zu beweisen, nehmen wir zunächst an, dass die Unter- 
determinante w — 1'®" Grades Z)', welche in der Entwickelung von Z) 
den Coefficienten von y^""^^ bildet, nicht identisch verschwindet. Löst 
man dann die n — \ homogenen linearen Gleichungen: 

[hVi +^2-.% +---'2f*.?/H = 0, 

-^1 • 2/1 + -2^2 • .V2+ • • • -2^» •?/•= 0? 



0) 



nach den Unbekannten z^^z^y,..z„ auf, so erhält man für die Verhältnisse: 



Z\ Za Zn 



'1 ^^2 



völlig bestimmte endliche Ausdrücke. Diese müssen, da auch D = 
ist, zu gleicher Zeit die Gleichung: 

.^.y(«-i)+^^.y(n-i) + ...^^.,/^«-n_0 
befriedigen. Unter solchen Umständen erhält man durch Differentiation 
aus dem obigen Gleichungssysteme das folgende: 

^\ ' Vi + ^\ • .V2 H ^'n . ?/* --== 0, 

^QX ; ^\ • //l + ^'2 . 1/2 +"-^'n-tJn - 0, 

[ A . y['-'^ + z, . ?/;-2) + '"z\. ?/;-*) = 0, 

in welchem z\ die Ableitung von z,- bedeutet. Da aber durch die 
GleicEungen 9) die Verhältnisse: 
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*1 *9 * n — 1 



? — > 



vollständig bestimmt werden, so müssen sich aus dem mit 9) identischen 
Gleichungssystem 10) für die Verhältnisse: 



z\ z\ z\ 



0r 




!lr 




—- 


, } 


Zn 




^» 


Zr 




Cr 



Z n Z H ^ n 

dieselben Werthe ergeben oder es muss für r -= 1 , 2, . . . w — 1 
das heisst: 

11) 

^n ^n 

sein, wenn q, Cg, . . . c» Constanten sind, von denen c„ willkürlich, aber 
von Null verschieden ist. 

Aus der ersten Gleichung des Systems 9) folgt daher die Relation: 

12) Ci . 2/1 + Cg . 2/2 + • • • c„ . y„ = 0. 

Wenn D' = ist, aber die Unterdeterminante n — 2*®^ Grades 7)", 
welche in D' den Coefficienten von t/"~~') bildet, nicht identisch ver- 
schwindet, so ergiebt sich auf demselben Wege eine Relation von 
der Form: 

13) <^i . J/i + ^2 • 2/2 H <^n-\ . y^-i = 0, 

in welcher Cn—i von Null verschieden ist. Schliesst man so weiter, 
so folgt, dass aus der Annahme D = stets eine Gleichung von 
der Form: 

14) q . 2/1 + ^2 . 2/2 + • • • Cn . y„ = 

sich ergiebt, in welcher die Constanten Ci,C2,...c» nicht sämmtlich 
verschwinden. 

Wir können nun die vorhin gegebene Definition eines Fundamental- 
systems durch eine andere ersetzen und zwar geschieht das auf 
Grund des 

Lehrsatzes: Ein System von Integralen i^j, %y . . . tj^ bildet 
dann und nur dann ein Fundamentalsystem, wenn eine 
Gleichung von der Form: 

<1^1 + ^2%H CnVn=0 

für keine endlichen bestimmten Werthe der Constanten 
CijC^y ' . . Cn stattfinden kann oder was dasselbe sagt, wenn 
sie linear von einander unabhängig sind. 

In der That, sei JA, 2/2; • • • ?/« irgend ein Fundamentalsystem in 

dem zuerst angegebenen Sinne. Es muss dann jedenfalls ein Gleichungs- 

systeni von der Form bestehen: 
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15) 



1^2 = &21 • ^1 + ^22 • ^2 H ^2» • ifny 



wobei die Grössen h Constanten sind. Die Determinante derselben 
muss von Null verschieden sein, da sonst zwischen rii,V2) - • - Vn eine 
lineare homogene Relation bestehen müsste. Daher lassen sich y^j 2/2 v • ?/»» 
und folglich alle Integrale der vorgelegten Differentialgleichung als 
lineare homogene Functionen der Grössen 1J1, %, • • • ^» darstellen. Hier- 
aus folgt, dass die Determinante: 



dx 



n—i 



dx 



n—2-Vl 



d^-^i/n d^-^rin 



n^ 



dx'*'~^ dx^~^ 

von Null verschieden sein muss und damit ist die Richtigkeit der Be- 
hauptung bewiesen. 

Für die späteren Untersuchungen zeigen sich noch die folgenden 
Betrachtungen von Bedeutung. 

Es sei die Diflferentialgleichung vorgelegt: 



d^y 



d^^^y d'*~^y 



und //i ein Integral derselben, welches nicht identisch verschwindet. 
Setzt man dann: ^ _ ^^ A^^^ 

SO genügt z einer linearen Differentialgleichung n — !*•' Ordnung: 

wobei die Grössen q sich in einfacher Weise aus den Grössen p, der 
Grösse y^ und deren DiflFerentialquotienten zusammensetzen lassen. 

Es sei z^ ein Integral dieser Diflferentialgleichung, welches nicht 
identisch verschwindet, so ist: 

ein zweites Integral der ursprünglichen Diflferentialgleichung. Setzt 



man nun: 



z = z 



t judx, 



so genügt u einer linearen Diflferentialgleichung n — 2*®' Ordnung: 



711 — 2 



u 



= r 



d 



'»—8 



U 



dx""-* ^ rfx»-8 



H r„_2.M. 
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Ist u^ ein Integral dieser Differentialgleichung, welches nicht 
identisch verschwindet, so ist: 

ein zweites Integral der Differentialgleichung n — 1*^' Ordnung und 



!h = yihidx juidx 



ein drittes particuläres Integral der ursprünglichen Differentialgleichung. 
Fährt man so fort, so gelangt man schliesslich zu einer linearen 
Differentialgleichung erster Ordnung: 

du- 



dx 



= tw 



und man erhält auf diesem Wege n Integrale der ursprünglichen 
Differentialgleichung. 

Es kann behauptet werden, dass die so erhaltenen Integi-ale ein 
Fundamentalsystem bilden. Bei dem Beweis nehmen wir, wie Fuchs 
es in der citirten Arbeit thut, der Einfachheit halber w = 3 an. Bildeten 
in diesem Falle die Grössen y^, ,%, y^ kein Fundamen talsystem, so 
hätte man eine Gleichung: 

^'i • i/i+ (^Ihhidx + c^. y^jz^dxju^dx = 0, 

wobei fj, fg, c^ Constanten sind, die nicht sämmtlich verschwinden. 
Da f/j nicht identisch verschwindet, so darf man diese Gleichung durch 
;//i dividiren. Differenzirt man alsdann, so erhält man: 



^2 



• ^1 + ^8- ^1 i'^^idx = 0. 



Da z^ nicht identisch verschwindet, so darf man wieder durch Zy 
dividiren und man erhält durch Differentiation: 

(?3 . Wi = 0. 

Da nun Uy nicht identisch verschwindet, so hätte man c^ = 0. Es 

müsste alsdann: /• 

Ci-yi + c^'yij^idx = 

sein. Hieraus würde auf ähnliche Weise folgen c^ . Zi = und daher 
f 2 == und folglich auch q = 0. 

Es ergiebt sich also, dass die lineare Relation nicht bestehen 
kann, und dass daher die auf die angegebene Weise ermittelten Inte- 
grale ein Fundamentalsystem bilden. 
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§30. 

Betrachtung der Bingulären Punkte. Definition und Haupt- 
eigenschaften der Fundamentalgleichung. 

Wir denken uns jetzt für den regulären Punkt Xq ein Integral 
gebildet und wollen untersuchen, wie dasselbe sich ändert, wenn wir 
die Veränderliche x einen singulären Punkt umkreisen lassen. 

Die DifiFerentialgleichung schreiben wir wieder: 

wo über die Coefficienten die früher angegebenen Voraussetzungen ge-. 
macht werden. 

Es sei dann für den Punkt Xq u irgend ein Integral der DifiFerential- 
gleichung, es mögen ferner j/^, y^f - -Vn ^^^ Fundamentalsystem bilden, 
so können wir setzen: 

2) u = x^.yi + .r, . i/^ H Xn^yn, 

wobei die Grössen x^, x^y.-.Xn Constanten sind. Nach einem Umlauf 
um einen singulären Punkt a mögen die Functionen y^, ^2? •••?/« über- 
gehen in S.y^, S.y^,. .,S,ya, so bestehen nach den Betrachtungen des 
vorigen Paragraphen die Gleichungen: 

*' • yi = «11 • yi + «12 • 2/2 + • • ; «1 n • y« , 

^- ^2 = «21 • 2/1 + «22 • y» H «2» • y«'; 



3) 



l S.yn^ anl.yi + an2'y2-\ CCnn-yn, 

wobei die Constanten a die Eigenschaft besitzen, dass ihre Deter- 
minante von Null verschieden ist. Nach einem Umlauf um den Punkt a 
geht alsdann u über in: 

4) S.U = yi^CCn Xs + y2^CCs2X, H yn^CCsnXs, 

wobei die Summen sämmtlich nach s von 1 bis n zu nehmen sind. 
Wir wollen versuchen die Grössen x so zu bestimmen, dass 

S .u = (o .u 

wird, wo o eine Constante bedeutet. Multiplicirt man zu dem Zwecke 
die Gleichung 2) mit o und subtrahirt sie alsdann von Gleichung 4), 
so ergiebt der Umstand, dass zwischen y^, y2,...yA keine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten stattfindet, zur Be- 
stimmung von x^j oc^f . . . Xn das folgende System von Gleichungen: 
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5) 






•^1 • «1 n + •^2 • ^2 



H XniUnn— ö) = 0. 



Ist daher o eine Wurzel der Gleichung: 



6) 



^- 



«11 - '^ «si • ■ • ««1 

^12 ^22 -* fiJ • • • ttn2 ^ Q 



«In «Jn • • • «n« — ö 

SO lassen sich die Grössen x so bestimmen, dass sie nicht alle ver- 
schwinden. Dabei folgt, dass die Wurzeln der Gleichung: 

sämmtlich von Null verschieden sein müssen, da das von o) unabhängige 
Glied vermöge unserer Annahmen von Null verschieden ist. 

Es geht also bei dieser Wahl der Grössen x das Integral u über 
in tiö. Setzen wir daher: 

7) o = 6'2?»* 

und legen dem q irgend einen der entsprechenden Werthe bei, so 
wird der Ausdruck: / \_-o 

sich bei einer Umkreisung des Punktes a nicht ändern, vorausgesetzt 
natürlich, dass kein anderer singulärer Punkt hierbei umkreist wird. 

Wir nennen die Gleichung 6) die zum singulären Punkte a ge- 
hörende Fundamentalgleichung. 

Die wichtigste Eigenschaft dieser Gleichung ist durch den folgen- 
den Lehrsatz ausgesprochen: 

Lehrsatz: Die Coefficienten der nach Potenzen von cj 
entwickelten Fundamentalgleichung sind von der Wahl des 
Fundamentalsystems unabhängig. 

In der That, denken wir uns dazu ein anderes Fundamentalsystem 
zu Grunde gelegt, i?i, 1^27 • • • ^« ^^^ bilden den Ausdruck: 

Das Fundamentalsystem der Grössen rj hängt dann mit dem 
Fundamentalsystem der Grössen y durch die Gleichungen zusammen: 



8) 



Vi = ^-11 • 2/1 + ^-12 • 2/2 + • • ■ ^1« • yn, 

% = *21 • 2/1 + *22 • 2/2 H ^'^2« . Vny 
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Unter solchen Umständen können wir u in die Form bringen: 

Nun können wir genau so operiren wie vorhin. Wir erhalten 
dasselbe lineare Gleichungssystem wie vorhin, nur sind an Stelle der 
Unbekannten jc^^x^, . . . x^ die Grössen getreten: 

J\ . ÄTjj + Xg . A'gj -{-''' X^.knif 
^l • ''12 "i" "^2 • "^22 H ^/» • '^i^f 



Die Form derselben ist aber für die Gleichungsdeterminante völlig 
gleichgültig. Sind die Unbekannten dieses Gleichungssystemes ge- 
funden^ so muss dann noch ein zweites Gleichungssystem aufgelöst 
werden, um die Grössen x^jX^, , . . x^ zu bestimmen. Hiermit ist der 
Satz bewiesen. 

Wir nehmen jetzt an, dass die Fundamentalgleichung lauter von 
einander verschiedene Wurzeln habe. Dann gehören zu ihr n von 
einander verschiedene Integrale it^, Wg^ • • • ^'■- ^^^' diese gilt der 

Lehrsatz: Sind die Wurzeln der Fundamentalgleichung 
alle von einander verschieden, so bilden die dazu gehören- 
den Integrale m^, «^, . . . w« ein Fundamentalsystem. 

Der Beweis folgt in der folgenden Weise. Wäre die Annahme 
falsch, so müsste eine lineare Relation von der Form bestehen: 

10) q . ?<! -f fg . /Yg H c« . Wä = 0. 

Durch Umkreisung des singulären Punktes werden sich dann 
Gleichungen von der Form ergeben müssen: 

11) r^ . ©''i . lii -f f 2 . cj'*2 . «g H Cn . G}*'n . W4 = 0, r == 1, 2, . . . w — 1 , 

wenn wir unter cd^, cog, . . . o» die von einander verschiedenen Wurzeln 
der Fundamentalgleichung verstehen. Diese Gleichungen können aber 
nicht zusammen bestehen, weil die Grössen g) alle von einander ver- 
schieden sind. 

Fassen wir die Resultate zusammen, so gelangen wir zu dem 
folgenden 

Lehrsatz: Sind die Wurzeln der Fundamentalgleichung 
alle von einander verschieden, so gehört zu dem ent- 
sprechenden singulären Punkte ein Fundamentalsystem 
N^, {ig, . . . U4, dessen sämmtliche Elemente mit Potenzen 
von x — a multiplicirt, in der Umgebung von a eindeutig 
werden, sodass 

Krause, Doppeltperiodische Functionen. II. IX 
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Hl - (x — a)^*9i, «2 = (x -- ct)?*qpg, . . . II n = (x — a)?«g?„ 

j^esetzt werden kann, wo Qi, 99, . - . Qn bestimmte endliche 
Grössen sind, deren Differenzen weder Null noch ganze 
Zahlen sein können und wo tp^, qpg, • - fpn in der Umgebung 
von a eindeutige Functionen bedeuten. 

Diese Functionen (p lassen sich dann nach dem Laurent'schen 
Satz nach steigenden und fallenden Potenzen von (x — a) entwickeln. 

Etwas mehr Schwierigkeiten bereitet der zweite Fall, in welchem 
einige Wurzeln einander gleich sind. Wir wollen der Einfachheit 
halber annehmen, dass zwei von ihnen denselben Werth besitzen und 
zwar fi}j und Og. Um diesen Fall näher zu untersuchen, nehmen wir 
zunächst an, die beiden Wurzeln oji und coj wären von einander ver- 
schieden, so gehören dann zu ihnen zwei Integrale: 

12) /*! -= ./'i . l/j + X^ . //2 H Xn, yn 

und 

13) «2 = <^1 • 2/1 + -S-g . ?/2 H Zn, yn, 

wobei die Grössen x aus dem Gleichungssysteni: 

14) ^«lr.^i+ <Hr'X^-\ («/-r— fO^) Xr -] aar'Xn= 0, 

die Grössen z aus dem Gleichungssystem: 

15) ^^ir. ^1 + «ir . ^2 + ■ • • («rr — ©2) ^r^ «^r • ^/, = 

bestimmt sind. 

« 

Aus dem ersten Gleichungssystem ergeben sich die Grössen 
x^jX^j . , ,x,i als Functionen von gj^ und zwar können wir annehmen 
als ganze rationale Functionen vom Grade n — l. Wir wollen setzen: 

16) x^ =- /;(öi), .r, = /i(«i), . . . ■^•« = fn{(x>i)- 

Analog wird dann: 

Wir setzen jetzt fest, dass die Beziehung besteht: 

(»2= (»1 + Ä, 
so folgt: 

Denken wir uns diese Ausdrücke in das lineare Gleichungssystem 
für die Grössen z eingesetzt, so können die linken Seiten der einzelnen 
Gleichungen nach Potenzen von // geordnet werden. Die von h un- 
abhängigen Glieder verschwinden. Denken wir uns dann die rechten 
und linken Seiten der einzelnen Gleichungen durch h dividirt, so wird 
das von h unabhängige Glied links: 

dx. , dx^ , . .dxr , dxn 

(hr -T-^ + atr-, \ {(Irr " ^l) ;, \ ^^nr "1 ^r- 
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Ist nun i»g= Oj, so können wir A = setzen und erhalien das 
Gleichungssjstem : 

welches neben dem ursprünglichen besteht. 
Setzen wir demnach: 
^..v rf:r, , dxa , dxn 

so wird u^ jedenfalls ein Tntegi'al der Differentialgleichung sein, da- 
neben aber die Eigenschaft besitzen, dass es bei einer Umkreisung des 
singalären Punktes a übergeht in: 

Wir hätten hierbei, wie kaum hervorgehoben zu werden braucht, 
u^ auch so wählen können, dass es bei der genannten Umkreisung über- 
gehe in: fij.ti2+ (^i'ih 
wo cü^i eine Constante bedeutet. 

Nehmen wir femer an, dass im Uebrigen die Wurzeln o alle von 
einander verschieden sind, so folgt analog, wie im einfachsten Falle, 
dass die Integrale Mj, 1(2,...!^^ ein Fundamentalsystem bilden. Der 
allgemeinste Fall ist analog zu untersuchen. Wir nehmen dazu an, es 
seien X^ Wurzeln der Fundamentalgleichung gleich (öj, A^ Wurzeln 
gleich w^, . . . Ir Wurzeln gleich cOr; wobei jetzt ca^, d^ . . . cor lauter 
von einander verschiedene Wurzeln bedeuten und 

X^ + A^-\-- ' • kr = n 

ist. Bezeichnen wir durch S.u die Function, in die irgend eine 
Function u nach einem Umlaufe um den Punkt a übergeht, so gilt 
der folgende 

Iiehrsatz: Ist 00 eine ilfache Wurzel der Fundamental- 
gleichung, so gehört zu derselben eine Gruppe von Inte- 
gralen ?<i, «2,. . . ux von der Eigenschaft: 

S . u^ = 0} . Wj , 

S . li^ = CD2I . il^ -^ (O . Hgy 

S . 1(3 == (»31 . Uj^ + ©32 . U^ + O . II3, 



S . Kx ■■= (0X1 . Ml + G)12 ' «2 +• (O.UXy 

wobei die mit zwei Indices versehenen Grössen co neben 
(o selbst Constanteu sind. Die zu den verschiedenen Wurzeln 
o>i, Gf^y • ' (Or gehörenden Gruppen von Integralen bilden 
zusammen ein Fundamentalsystera. 

11* 
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Hieraus folgt der weitere 

iLehrsatz: Es sei a irgend ein singulärer Punkt und 
von den Wurzeln der zugehörigen Fundamentalgleich- 
ung seien X^ gleich co^, k^ gleich o^^ ... Ar gleich o^, wo «i, 
Og, . . . cOr von einander verschieden sind und 

^1 + ^2 H ^r =^ n, 

so giebt es ein Fundamentalsystem, dessen Elemente in 
Gruppen vertheilt werden können, derart, dass zu jeder der 
verschiedenen Wurzeln «i, Og, . . . oi^ eine Gruppe von resp. 
je Aj, Ag, . . . Ar Integralen gehört. Es sei ca eine der Wurzeln 
und A der Grad ihrer Vielfachheit, so hat die zu derselben 
gehörende Gruppe von A Integralen ?(j, /fg., . . . ui die Gestalt: 

u^ = (x — a)9 qpg^ + (.r — a)? (p^^ log(.r — «), 

«3 =-- (.;• - a^tp^j^ + (x - a^tp^^loffU - a) + (r - ay(p^^\log(.v — n)]-, 

uji - (.;■ - ayg>xi+ (^' - (iy(pii1o(/(x-a)+-"(x-ayg)ix\loffU-a)Y-\ 

wo Q einen der unendlich vielen um ganze Zahlen von ein- 
ander verschiedenen Werthe des Ausdrucks 

TZ : loa (D 

bedeutet und die Grössen (p in der Umgebung von a ein- 
deutige Functionen von x sind, zwischen denen die Be- 
ziehung besteht, dass jede derselben eine lineare homo- 
gene Function der Grössen ffny 9^2iy ^sir -9^X1 ^^^i^ constanten 
Coefficienten ist. 

In der That, jedenfalls ist: 

21) «1 = (•* -.^>9^io ?=9r7%«- 

4Q7H 

Ferner war: ^ 

o . 112 = cOgi . «1 + a> . /fg, 

also folgt: et ,, „ _ 

ö = ^ = r 

Hieraus folgt, dass bei einem Umlauf um den Punkt x =- a die 

Function ^ in sich selbst vermehrt um eine Constante übergeht. Unter 

solchen Umständen ist: ^ . . 

Mg _ ^ /^^_— ^) 

M^ d 2;ri 

in der Umgebung von x =- a eine eindeutige Function, die wir durch 
/'(./') bezeichnen wollen. Mithin erhalten wir: 
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o 



?^ 



oder indem wir für Wj seinen Werth einsetzen: 

m 

n, = (x - ay {<p,JU) + ^ £i-. % (r - «)) 
das heisst: 

22) «5 = (.r — ay[g?gi + 9'22%C*' - ^01? 

wobei 922 sich von ^^ nur um eine Constante unterscheidet. Damit ist 
Ider Satz im einfachsten Falle bewiesen. 

Wir wollen jetzt einen Schritt weitergehen. Es war: 



S 






^31 I ^32 ^h 



CD 



+ 



CD Wj 



+ 






Berücksichtigen w^ir den gefundenen Werth von u^: Ui, nämlich 



Werth: 



tu 



©21 % (.r - (i) 



iii 



ÜD 



2ni 



+ /'W, 



folgt: 



\h^/ CO Gr.2m ^ cd ^ ^ it^ 



Bilden wir nun den Ausdruck: 



«1 



c I lof/ {x - n)J^ - \cj(x) + Tg J % (./• ~ a), 



8 A können wir die Constanten so bestimmen, dass dieser Ausdruck bei 
e|er Umkreisung des Punktes x = a sich nicht ändert. In der That, 
geht über in: 



«31 a?gi Ogg 

CD 



CD 



lU 



rlo(l{x-a) + -^f{x)+ 3-c|/ö</(.r-~a)p+4ca 



CD 



«1 



üD^ . 2ni 
— AiCTiiloyix — 6()— K/'('>f) + f2J%(->t* — «)~2;r/[ri/'(.r) + f2|. 

Die Richtigkeit der Behauptung wäre nachgewiesen, wenn gezeigt 
erden könnte, dass die Gleichungen bestehen können: 



CO . ^7Cl 



CD. 



31 



CD 



-2fi^/ = 0, 



CD 



CD 



0. 



Diese Gleichungen können aber thatsächlich bestehen, sodass der 
vorhin definirte Ausdruck in der That bei einer Umkreisung des 
Punktes x = a sich nicht ändert. 
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Wir bezeichnen ihn durch /i(.r), so folgt: 
«3 = ^hfii'^) + «iF^i/'W + c^\log(x - a) + u^ c\log(x - a)\^, 
oder also: 

23) Hs = (^ - ct>[9^8i + <r82 %(^ - «) + T83[%(-^ - «)PJ. 
wobei g?32 und ^33 sich linear durch g?^ und cjTji ausdrücken lassen. 
Damit ist auch in diesem Falle die Richtigkeit der Behauptung nach- 
gewiesen und genau so können wir weitergehen und erhalten den vor- 
hin aufgestellten Lehrsatz von Fuchs. 

§31. 
Aufstellung von nothwendigen Bedingungen dafür, dasB die 
sämmtlichen Integrale sioli in der Nähe eines singulären 
Punktes x = a, mit einer Potenz von (x — a) multiplicirt, durch 
eine gewöhnliche Potenzreihe von {x — d) darstellen lassen. 

Wir denken uns wiederum eine lineare homogene DifiFerential- 
gleichung vorgelegt, die wir in einer gegen die frühere etwas modifi- 
cirten Weise schreiben wollen: 

Die Grössen p sollen wiederum im allgemeinsten Falle gebrochene 
transcendente Functionen sein. Unter a verstehen wir wie vorhin einen 
singulären Punkt der Differentialgleichung und fragen nach den Be- 
dingungen, die eifüllt sem müssen, damit die sämmtlichen Integrale 
sich in die Form bringen lassen: 

wobei V die Werthe von bis 00 durchläuft, q irgend einen Werth 
besitzt und die Constante g^ von Null verschieden angenommen 
werden soll. 

Bilden wir dazu die Ausdrücke: 

{x — a)p^, {x — afp^j . . ,{x — aYpn 

und nehmen an, dass mindestens einer derselben keinen endlichen 
Werth für x = a besitzen soll. 

• Wenn mehrere diese Eigenschaft besitzen, so wollen wir annehmfo, 
dass die Glieder von der Ordnungszahl m^, m^, . , . unendlich gross von 
der Ordnungszahl ft seien, wobei fi die höchste vorkommende Zahl 
bedeutet. 

Nehmen wir nun an, dass die Differentialgleichung ein Integral 
von der soeben angegebenen Form besitze, dann erhält man durch 
Coefficientenvergleichung die Gleichung: 
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9 (p — 1) . . (ß - w + Wj + 1 ) 2/« , + q({^ -l) " • (q -n+ m^ + \) q„,^ + . • . = 0, 
wobei g«! , Jm,^ etc. die Grenzen der Grössen: 

für X = a bedeuten. Dieser Gleichung muss der Exponent p Genüge 
leisten. Dieselbe ist von einem Grade, der kleiner ist als der Grad 
der Differentialgleichung. Unter solchen Umständen können nicht 
sämmtliche Integrale die verlangte Form besitzen und wir finden den 

LehrsatB: Als nothwendige Bedingungen dafür, dass alle 
Integrale unserer Differentialgleichung um den singulären 
Punkt x = a herum sich in der Form darstellen lassen: 

erhalten wir die Darstellungen: 

{x - a) p^ ^ ^01 + ^i(-^ - - ^) + hii-r - (if-i ^ 

(X - a) Vg ^ ^02 + ^2 (^" - - ^) + '^22 i-r - (jy-\ y 



(X — aypn= hon+ 6ln(./' " «) + hni^ — o)^ -] 

Wir gehen nun einen Schritt weiter und nehmen an, dass die 
soeben angegebenen Bedingungen erfüllt seien. 

Ferner wollen wir der Einfachheit halber annehmen, dass der zu 
betrachtende singulare Punkt x = sei und die Differentialgleichung 
in der Form schreiben: 

2) ^V ?/"^ + x'—^.ft. //«-!+ a:«-^p3.y(«-2) + ...p^_0, 

wobei jetzt die Functionen p sich im Nullpunkte regulär verhalten. 
Die linke Seite der Differentialgleichung bezeichnen wir kurz durch P(y). 
Wir setzen nun in die Differentialgleichung für y eine Reihe von 
der Form: 

Man übersieht leicht, dass: 

ist. Nun ist aber: ,,, . ,.. v 

F(x'^)=-x^.f{x,Q), 

w^enn f{x, q) gesetzt wird gleich: 

q(q — i) . . .{q - n + \) + q(q - \) . , .(q - n + 2)pi(x) + • • • i>„(r). 

Folglich ist: 
4) P\ff{x, q) 1 =-2//.- 'fi^.Q + v) ^^-^ ". ■ 

Da sich Pi(^), 1?2 (**'); •••P«('^') "^ convergente nach ganzen positiven 
Potenzen von x fortschreitende Reihen entwickeln lassen, so con- 
vergirt auch die Reihe; 
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/■(•*^,(>)=^^(c)^'-, 

deren Coefficienten ganze Functionen höchstens n^^ Grades von q sind. 
Daher nimmt die linke Seite der DiflFerentialgleichung, wenn für y die 
Function g(x, q) eingesetzt wird, die Gestalt an: 

Soll also die Reihe 3) die Dififerentialgleichung befriedigen, so 
müssen ihre Coefficienten durch die Recursionsformeln: 

9 fio) = 0, 

.9r.f(Q + v) + g,-,.t\{Q + v- l) + ■■■</,. fr-i(Q + l) + <7./;(9) = 

bestimmt werden. Nehmen wir daher g von Null verschieden an, so 
müssen die Exponenten q der Gleichung n^^ Grades Genüge leisten: 

7) /•((>) = 0, 

die wir auch schreiben können: 



8) 



(.(p-l)...((»-« + l) + ()(p-l)...(p-» + 2)i),(0)+-- 

+1).(0) = 0. 

Sollen daher alle Integrale sich in die angegebene Form bringen 
lassen, so mQssen sämmtliche Wurzeln der Gleichung: 

fiQ) = 
von einander verschieden sein. Unter solchen Umständen finden wir den 

Lehrsatz: Als weitere nothwendige Bedingung dafür, 
dass die Integrale um den singulären Punkt x = herum 
sich in der Form darstellen lassen: 

ergiebt sich die Bedingung, dass die sämmtlichen Wurzeln 
der Gleichung: f(o) = 

von einander verschieden sind. 



§32. 
Die determinirende Gleichung. Haupteigensohaften detselben. 

Wir sind im vorigen Paragraphen zu der überaus wichtigen 
Gleichung gekommen: 
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Dieselbe wird die zu dem betreffenden singulären Punkte — im 
speciellen Falle der Nullpunkt — gehörende determinirende oder 
auch determinirende Fundamentalgleichung genannt. Ehe wir 
in unserer Betrachtung weitergehen, mögen einige der wichtigsten 
Eigenschaften derselben aufgestellt werden. 

I. Wenn die Grösse p„ gleich Null ist, so ist die deter- 
minirende Gleichung durch q theilbar. Führt man 
diese Operation aus und ersetzt sodann q durch p + l, 
so erhält man die determinirende Gleichung, welche 

zu der Gleichung w — 1**' Ordnung gehört, die aus der 

dy 
ursprünglichen entsteht, wenn an Stelle von ~ ge- 
setzt wird y. 
n. Führt man in die ursprüngliche Differentialgleichung 
»*"' Ordnung an Stelle von y eine neue abhängige Ver- 
änderliche u ein, die mit ihr durch die Gleichung 
verbunden ist: 
2) y = u . q)(x) 

und es lässt sich <p(jc) um den Punkt x = herum in 
eine Potenzreihe entwickeln, deren constantes Glied 
von Null verschieden ist, so ist die determinirende 
Gleichung der Differentialgleichung mit der ab- 
hängigen II identisch mit der determinirenden Gleich- 
ung der ursprünglichen Differentialgleichung. 

In der That, bei dieser Substitution geht über: 

— m f 

X X 

P2_ ' y ( -^ Pa + '^ ( ^^ - - 1 )i y' i-^') Vi + ^^^h 9>' ' i-^) 

x^ X' 



Setzt man diese Ausdrücke in die determinirende Gleichung ein, 
nachdem noch in den Zählern x = gesetzt wird, so ergiebt sich in 
der That die ursprüngliche detenninirende Gleichung. 

III. gilt der 

Lehrsatz: Setzt man: 
3) y = xv> . u , 

dann werden die Wurzeln der determinirenden Gleichung 
der Differentialgleichung mit der abhängigen Veränder- 
lichen u resp. gleich q — q^, wo an Stelle von q der Reihe 
nach die Wurzeln der ursprünglichen determinirenden 
Gleichung zu nehmen sind. 



/ 



/ 



/ 



/ 



/ 
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In der That, bei dieser Substitution geht unsere Diflferential- 
gleichung über in: 

wobei gesetzt ist: 

w . n — 1 . . .M- s + 1 * , ^ 

3, = ^-^ --y- -Pi-^i" 1 ..^i-'^ + l 

. ;i — 1 . w - 2 . . . ??' — N + l . , ^ 

+ 172T~:.r-T Qi-Qi-^'-Qi-^ + ^Vi 

, n - 2 . t? - 3 . . . w - .s + 1 . , ^ 

+ iT 2Tr~,s - 2 (>i . (>i - 1 • • . 9i - «'« + 3 . ^2 

Wir wollen nun die determinirende Gleichung der ursprünglichen 
DiflFerentialgleichung bezeichnen durch 

und versuchen die Gleichung zu bilden: 

tlQ + 9.) = 0. 
Wir greifen dazu das allgemeine Glied der ursprünglichen deter- 
minirenden Gleichung heraus. Dasselbe lautet: 

(n — s)! Qn^,,p,. 
Nun ist allgemein: 

p\ (n + v\ =^Py . Uj.-x- ^'x . 3c! p—, x! 

X = Ü 

In Folge dessen wird: 

p n — s . n — s + l . . . n - ■ s - - X -j-l 

P'=^ ()(() -i)...(^--'/i4-s + x + l) ()i((>i- l)...(^i- x + 1). 
Berücksichtigen wir diese Gleichung und vereinigen in der Gleichung: 

/■((» + (»i) = 
alle Glieder, bei welchen: 

ist, so wird ihre Summe: 

q(q -\), ..{Q-n + a + l)qa, 

wobei wir ^o "= ^ ^^ setzen haben. Mithin nimmt die Gleichung: 

/■(? + (»,) = () 

in der That die Form an: 

4) ^Q.Q — \ ...{Q — n + + \)qa=O, 

Damit ist der Satz bewiesen. 
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§33. 

Form der Integrale, wenn die im % 81 entwickelten Bedingungen 

erfüllt sind. 

Wir nehmen nun an, es seien die im § 31 entwickelten Beding- 
ungen erfiUlt und fragen, welches dann die Form der Integrale ist. 
Die Betrachtung soll im Anschluss an eine Arbeit von Frobenius im 
76. Bande des Crelle'schen Journals geführt werden, nur in einigen 
Punkten entfernt sie sich von derselben. 

Wir wollen ijun zwei Fälle unterscheiden. Erstens kann der Fall 
eintreten, dass je zwei Wurzeln der determinirenden Gleichung sich 
nicht um ganze Zahlen unterscheiden und zweitens dasselbe ist der Fall. 

Im ersten Falle kann gezeigt werden, dass die noth wendigen Be- 
dingungen zu gleicher Zeit die hinreichenden sind. 

In der That, verstehen wir unter q eine Wiirzel der determiniren- 
den Gleichung, so folgt: 

wobei Är((>) eine ganze Function von q bedeutet, fUr welche sich durch 
Auflösung des in § 32 aufgestellten linearen Gleichungssystemes der 
Werth ergiebt: 

]/;((» + i;-i)/,((» + f -2). ../;._,(p+i)/;. (p)| 
/•(?+ V - 1) /■,((. + r - 2) ... /;._,(9+ 1)/;_,(9) I 

2) (■l)'A..(9)= /• (9 + f -2)... /;._,((> + l)/._,((,) 



/■ (e+1)/; (p) 

Um nun die Convergenz der vorgelegten unendlichen Reihe, welche 
der DifiTerentialgleichung genügen soll, zu beweisen, verfahren wir 
folgendermassen. Aus den Recursionsformeln ergiebt sich: 

Bezeichnet man die absoluten Beträge der Functionen /*». und </,. 
mit t\ und Gy oder auch durch -F»(^) und 6r»(()) etc., so folgt aus 
unserer Gleichung: 

Sei nun H der Radius eines um den Nullpunkt beschriebenen 
Bjreises, der beliebig wenig kleiner ist als der, innerhalb dessen die 
Functionen fi (.;•), P2(.r),. . .p,(^) sUmmtlich convergiren, dann sind die 
Reihen: 



^ 
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4) f(^,9)=^fr(Q)x'' 

und: 

ebenfalls für alle Werthe von .;•, die dem absoluten Betrage nach nicht 
grösser als R sind, convergent. 

Wenn daher M(q) der gi-össte Werth ist, den der absolute Be- 
trag von /"'(u^, q) auf der Peripherie des mit dem Radius R um den 
Nullpunkt beschriebenen Kreises annimmt, so ist: 

sodass wir erhalten: 

^»'+1 ^ TT — i 7T\ -^ 

N = Gr,M(Q + v)+ Gr-i.M{Q + V - 1) R-^ + - - - G.M(q)R-\ 
Bezeichnet man die rechte Seite dieser Ungleichheit mit «i + i, so ist: 

Gr,M(Q + v) ^ a,.F(Q + v) 



F{q+v+1) ' jB.i'(() + v + 1) 
oder da Gv < «r ist: 

Werden also die Grössen 6,. vermittelst der Recursionsformel: 
7, _ L i ^Ii Q + ^) . _1 J[iQ + ^) ^ 

Ov+l - Or\j, ^^-^ ^ + 1) "^ i? i.'(p + „ + i); 

berechnet, so ist bei passender Verfügung über h^: 

6f V < <Xv < hv 

Da aber /'(p) ein ganze Function w*®° Grades von (> ist, so nähert 
sich bei wachsendem v der Quotient: 

fX.Q + v) 

f{Q + V + \) 

und folglich auch sein absoluter Betrag: 

F{q + v) 

Hq + »^ + 1) 

der Grenze 1. Ferner kann nachgewiesen werden, dass der Quotient: 

mit wachsendem v sich der Grenze Null nähert. 

In der That, bezeichnen wir den absoluten Betrag von q mit a 
und die Maxima der absoluten Beträge der Functionen jp'i(a;), ,.p\(x) 
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für die Werthe von .v auf dem mit dem Radius E um den Nullpunkt 
beschriebenen Kreise mit 3fi, ilZg,. . . 3/,, setzen ferner: 

und zwar können wir hierbei g als unbeschränkt veränderliche Grösse 
auffassen. 

Ferner ist: /Xq) - Q'+ [f(Q) -^ Q'l 

und da der absolute Betrag einer Summe nicht kleiner als die DifiFerenz 
der absoluten Beträge der Summanden ist, so folgt: 

F(q) > «- - ; /•((.) - 9' . 
Nun ist aber: 

/•(p) = p((»-l)...(p -M+l) + p,(0)(>(9-l)...(p-n + 2)+---i),(0). 

Werden also die absoluten Beträge von Pi(0),|?j(0), ... j>«(0) mit 
Pi, P^, ... P, bezeichnet und wird: 

7) 9(ff)=ff(ff+l)...(ff+n-l)+Pi.o(ff+0...(<j+«-2)+--+P.-ff» 

gesetzt, 80 ist: |/(p) _ p«|< ,p(tf) 

und daher: p^^^-^ ^ ^. ._ ^^^^^ 

wenn nur gross genug gewählt wird, damit die rechte Seite dieser 
Ungleichung positiv ist. Das ist aber stets zu erreichen, da (p{o) 
nur vom n — 1**" Grade ist. 

Aus den entwickelten Ungleichungen folgt: 



Nun ist aber: 

I (> + V ) < V + <y und |(> + i/ + l|>v — a 

und da die positiven Functionen ^(<y) und 6^ - 9^(^) von einer ge- 
wissen Grenze an beständig mit dem Argumente wachsen, so ist für 
hinreichend gi'osse Werthe von vi 



F{q + V + 1) (i/ — <y)'» — q)(v — a) 

Der letztere Ausdruck nähert sich, da der Zähler eine ganze 
Function niedrigeren Grades von v ist als der Nenner bei wachsendem v 
der Grenze 0. Damit ist der verlangte Beweis geliefert. 

Unter solchen Umständen ist: 

und mithin convergirt die Reihe ^S^by.x' und folglich auch: 
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innerhalb des mit dem Radius II um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreises. 

Auf diesem Wege erhalten wir zu jeder Wurzel der determiniren- 
den Gleichung ein Integral: 

Dass diese Integrale, wenn wir an Stelle von q die n von ein- 
ander verschiedenen Wurzeln der determinirenden Gleichung setzen, alle 
von einander linear unabhängig sind, braucht nicht näher aus einander 
gesetzt zu werden. 

Unter solchen Umständen finden wir den 

Lehrsatz: Lässt eine Differentialgleichung w**' Ordnung 
sich in die Form bringen: 

wobei die Functionen Px(x)j"-Pn{pc) sich im Punkte x = Q 
regulär verhalten, und sind die Wurzeln der determiniren- 
den Gleichung, die Grössen (>i, ()2 • •• P«, alle von einander 
verschieden und unterscheiden sich von einander nicht um 
ganze Zahlen, so hat die Differentialgleichung n von ein- 
ander unabhängige Integrale von der Form: 

wo an Stelle von q der Reihe nach zu setzen ist 9^, (jg,.. .(>„. 
Wir nehmen nun an, dass die Wurzeln der determinirenden 
Gleichung zwar alle von einander verschieden sind, aber theilweise 
sich von einander um ganze Zahlen unterscheiden. Der Einfachheit 
halber beschränken wir uns hierbei auf den Fall, dass alle Wurzeln 
sich von einander nur um ganze Zahlen unterscheiden, indem wir be- 
merken, dass der allgemeine Fall ganz analog zu behandeln ist. 
Wir können dann die Wurzeln in der Reihenfolge schreiben: 

so zwar, dass die Differenz q^ — Qi kleiner ist als Null, wenn j grösser 
ist als ?. Bei dieser Annahme sind die Differenzen q^ — Qj für i = 2, 3, . . . 71 
sämmtlich positive ganze Zahlen. 

Dann giebt es, wenn wir die soeben angestellten Betrachtungen 
einfach wiederholen, jedenfalls ein Integral von der Form: 

8) i/ = -«''^'-Vii(^), 

wobei g?ii(^) nach ganzen Potenzen von w fortschreitet und für x = i) 
von Null verschieden ist. Wir setzen dann: 
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9) y - Vißdx, 



so erhalten wir für 2 eine Differentialgleichung n — !*•' Ordnung, 
deren determinirende Gleichung, wie aus den Sätzen des vorigen Para- 
Ifraphen folgt, die Wurzeln besitzt: 

Da die Coefficienten dieser Differentialgleichung dieselben Eigen- 
schaften besitzen wie die Coefficienten der ursprünglichen Gleichung, 
so folgt die Existenz eines Integrals von der Form: 

10) -er = xV«-Ci-i.^(2:), 

wobei if{x) sich nach ganzen Potenzen von x entwickeln lässt und ^(O) 
von Null verschieden ist. 

Unter solchen Umständen erhalten wir für die ursprüngliche 
Differentialgleichung ein Integral von der Form: 

wobei (P2i{x) und 9^22 (^) si^^ nsLGh ganzen Potenzen von x entwickeln 
lassen , im Punkte x = nicht beide verschwinden und x^ . gjgg (pd ^^^ 
einem constanten Factor abgesehen, gleich y^ ist. 

So können wir weiter schliessen und erhalten den fundamentalen 

Lehrsats: Lässt eine Differentialgleichung n^^' Ordnung 
sich in die Form bringen: 



X " a* 



wobei die Functionen Pi(^), Pii^)-» - • - Pn(x) sich im Punkte 
x = regulär verhalten und sind die Wurzeln der deter- 
minirenden Gleichung, die Grössen q^^ Q^y-Qt ^^1® ^^^ ®^^' 
ander verschieden, unterscheiden sich aber von einander 
nur um ganze Zahlen, so haben n Integrale die Form: 

t/g = x'^[(p^^ + 922 . logx], 

Vs = ^H^9i + ^32 • ^ogx + (Psiilogxyi, 



Vn = ^^" r<p- 1 + ^n 2 • % -^^ H — 9« » (% ^y ~ M- 

Hierbei sind die Grössen q in der vorhin angegebenen 
Weise geordnet, die Functionen ^)aß lassen sich nach ganzen 
Potenzen vonrr entwickeln, so zwar, dass nicht alle Grössen 
9>oi5 9a8;.-.a'aa im Puuktc ^^0 verschwinden, und endlich 
lassen sich die Ausdrücke: 
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« 

linear durch die Ausdrücke: 

ausdrücken. 

Dass diese Integrale linear von einander unabhängig sind^ braucht 
nicht besonders bewiesen zu werden. 

Im Ansehluss an den soeben entwickelten Lehrsatz geben wir die 
folgende Definition. 

Lässt ein Integral //„ unserer Differentialgleichungsich 
in die Form bringen: 

ya = .^^«L^al + g>aiJO(fX -{ 9>a a (% ^)"' "" M , 

wobei die Functionen g)aß die vorhin angegebenen Eigen- 
schaften besitzen, so wollen wir sagen, dasselbe gehöre 
zum Exponenten Qa- 

Wir wollen in Bezug hierauf den folgenden Lehrsatz entwickeln. 
Gehört eine Function F zu einem Exponenten (>, so ist 

-^r- eine Function derselben Art, welche zum Exponenten 
dx ' 

Q — \ gehört. Eine Ausnahme findet nur dann statt, wenn 
() =-0 ist und F im Punkte :/ == endlich und von Null ver- 
schieden ist. 

In der That nach Annahme hat F die Form: 

F = o;? [9o + ^i % ^-\ 9^p(% ^y-\ 9^m (% xY] , 

wobei die Functionen 9 sich nach ganzen Potenzen von x entwickeln 
lassen, die überdies positiv sind, und nicht alle im Punkte x = der 
Null gleich werden. 
Hieraus folgt: 
dF 

-t- x^-\q . pa + ./• . qi\){lo(fxY, 

wenn unter ^p etc. die Differentialquotienten von q>p etc. verstanden 
werden. Wenn nun in diesem Ausdruck, nachdem wir x^'~^ als ge- 
meinsamen Factor abgesondert haben, die Coefficienten der einzelnen 
Potenzen von logx im Punkte .r = sämmtlich gleich Null wären, so 
müssten für diesen Werth die Gleichungen bestehen: 



Q .(Pn =0. 

Hieraus folgt, dass die Functionen qp^, 97^, ... (p« sämmtlich im 
Punkte X -~- der Null gleich sein müssten, was gegen die Annahme 
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ist. In einem Falle werden die Schlüsse unstreng, wenn nämlich g = 
ist. Wenn dann ^ f\ ^ (\ ^ n 

ist, wenn femer F sich fiir a; = auf einen endlichen von Null ver- 

schiedenen Werth reducirt, so wird -7— zum Exponenten Null oder zu 

einer positiven ganzen Zahl gehören. 

Wir haben bei den bisherigen Untersuchungen zwei Arten von 
Gleichungen definirt, welche für einen singulären Punkt einer Differential- 
gleichung der von uns betrachteten Art charakteristisch sind, die 
Fundamentalgleichung und die determinirende Gleichung. 
Zwischen denselben besteht ein enger Zusammenhang. Wir können 
uns damit begnügen, diesen Zusammenhang anzugeben, ohne auf den 
Beweis näher einzugehen. Es gilt der 

Lehrsatz: Das zr — ; fache des Logarithmus jeder Wurzel 

der einer Differentialgleichung von der zuletzt betrachteten 
Art zugehörigen Fundamentalgleichung ist bis auf additive 
ganze Zahlen eine Wurzel der determinirenden Gleichung. 
Umgekehrt ist das 2jrifache jeder Wurzel der determiniren- 
den Gleichung der Logarithmus einer Wurzel der der 
Differentialgleichung zugehörigen Fundamentalgleichung. 



§34. 

Aufstellung von hinreichenden und nothwendigen Bedingungen 

dafür» dass die sämmtliehen Integrale sieh in der NMhe des 

singulären Punktes a;=»0, mit einer Potenz von x multiplioirt, 

durch eine gewöhnliche Potenzreihe von x darstellen lassen. 

Nachdem wir die Form gefunden haben, welche die Integrale einer 
Differentialgleichung besitzen müssen, wenn die in § 31 angegebenen 
Bedingungen erfüllt sind, fragen wir nunmehr, wann die Coefficienten 
der einzelnen Potenzen von logx verschwinden — wobei wir wieder 
x = als singulären Punkt annehmen — oder was dasselbe sagt, 
wann die Integrale die Form haben: 

1) y-^g.-x'+^. 

Hierbei wollen wir wiederum der Einfachheit halber annehmen, 
dass die sammtlichen Wurzeln der determinirenden Gleichung sich um 
ganze Zahlen unterscheiden und diese Wurzeln wie früher anordnen. 
Unter diesen Annahmen machen wir die Substitution: 

2) y = x\ . z. 

Kraute, Doppeltperiodische Fuuctioneu. II. 12 . 
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deren Coefficienten ganze Functionen höchstens n^^ Grades von q sind. 
Daher nimmt die linke Seite der Differentialgleichung, wenn für y die 
Function g(x, g) eingesetzt wird, die Gestalt an: 

Soll also die Reihe 3) die Differentialgleichung befriedigen, so 
müssen ihre Coefficienten durch die Recursionsformeln: 

9 •/■((») = 0, 

6) h/i •/■((• + i) + f/./;((») = o, 

ßrfiQ + ^) + 9v-l-fi{Q + V - 1)+ • • • </j .fr-liQ + \)+g. /■.((») =0 

bestimmt werden. Nehmen wir daher // von Null verschieden an, so 
müssen die Exponenten q der Gleichung n^" Grades Genüge leisten: 

7) /•((») = 0, 

die wir auch schreiben können: 



8) 



(.((.- 1) ...(()-« + 1) + p((» - 1) ...(<)-» + 2)i)i(0)+ •• • 

+1>«(0) = 0. 

Sollen daher alle Integrale sich in die angegebene Form bringen 
lassen, so müssen sämmtliche Wurzeln der Gleichung: 

/■(c) = 

von einander verschieden sein. Unter solchen Umständen finden wir den 

LehrsatB! Als weitere nothwendige Bedingung dafür, 
dass die Integrale um den singulären Punkt.'r = herum 
sich in der Form darstellen lassen: 

ergiebt sich die Bedingung, dass die sämmtlichen Wurzeln 
der Gleichung: /Yn^ = 

von einander verschieden sind. 

§32. 
Die determinirende Gleichung. Haupteigensohaften detselben. 

Wir sind im vorigen Paragraphen zu der überaus wichtigen 
Gleichung gekommen: 



§ 32. Haiipteigenschaften der determinirenden Gleichung. JßO 

Dieselbe wird die zu dem betreffenden singulären Punkte — im 
speciellen Falle der Nullpunkt — gehörende determinirende oder 
auch determinirende Fundamentalgleichung genannt. Ehe wir 
in unserer Betrachtung weitergehen, mögen einige der wichtigsten 
Eigenschaften derselben aufgestellt werden. 

I. Wenn die Grösse pn gleich Null ist, so ist die deter- 
minirende Gleichung durch q theilbar. Führt man 
diese Operation aus und ersetzt sodann q durch p + 1, 
so erhält man die determinirende Gleichung, welche 
zu der Gleichung w — 1*" Ordnung gehört, die aus der 

ursprünglichen entsteht, wenn an Stelle von -~ ge- 
setzt wird y. 
n. Führt man in die ursprüngliche Differentialgleichung 
n*" Ordnung an Stelle von y eine neue abhängige Ver- 
änderliche M ein, die mit ihr durch die Gleichung 
verbunden ist: 

2) y = u . (p(x) 

und es lässt sich ^(x) um den Punkt x = herum in 
eine Potenzreihe entwickeln, deren constantes Glied 
von Null verschieden ist, so ist die determinirende 
Gleichung der Differentialgleichung mit der ab- 
hängigen u identisch mit der determinirenden Gleich- 
ung der ursprünglichen Differentialgleichung. 

In der That, bei dieser Substitution geht über: 

l?i . (p(x)p^ + x,n<p'(x ) 
— m 7 

X X 

X^ x^ 



Setzt man diese Ausdrücke in die determinirende Gleichung ein, 
nachdem noch in den Zählern x = gesetzt wird, so ergiebt sich in 
der That die ursprüngliche determinirende Gleichung. 

III. gilt der 

Lehrsats: Setzt man: 
3) 7/ = :cvi . «, 

dann werden die Wurzeln der determinirenden Gleichung 
der Differentialgleichung mit der abhängigen Veränder- 
lichen u resp. gleich q — Qi, wo an Stelle von q der Reihe 
nach die Wurzeln der ursprünglichen determinirenden 
Gleichung zu nehmen sind. 



^ 
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In der That, bei dieser Substitution geht unsere Differential- 
gleichung über in: 

dx'' X dx""-^ x"" ' 

wobei gesetzt ist: 

n . 11 — 1...W-S + 1 
Qs ^j 2 -~ — - (>i . (?i - 1 . . . Pi - .s + 1 

, /^ — 1 . »j — 2 . . . /? .s -f l ^ . ft 

+ ^^ : 2T".T'- r Qi'9x-^"9i- '^ + ^ -Vi 

fi — 2 . n - - 3 , . . n - s + \ . , _ 

+ ^ ■2~T~ir- 2 (>i . 9i - 1 • . (>i - ^ + 3 . j?2 

Wir wollen nun die determinirende Gleichung der ursprünglichen 
Differentialgleichung bezeichnen durch 

f(Q) = 
und versuchen die Gleichung zu bilden: 

f(Q + 9i) = 0. 
Wir greifen dazu das allgemeine Glied der ursprünglichen deter- 
minirenden Gleichung heraus. Dasselbe lautet: 

(n — S)\ Qn-s'P,- 

Nun ist alliremein: 

p\ (n + v% =^Px . Hj.-K' Vy . x! p — x! 

In Folge dessen wird: 

(»--«)! (p + (,,),._ ,p. =2^. P'. 



< 



p /?. - S . $1 - S -\-l . . . 71 6' - - X + 1 



Berücksichtigen wir diese Gleichung und vereinigen in der Gleichung; 

t\Q + p,) = 

alle Glieder, bei welchen: 

ist, so wird ihre Summe: 

q(q -l) . ..(q- n + + l)qaj 

wobei wir ^o "^ ^ ^^ setzen haben. Mithin nimmt die Gleichung: 

in der That die Form an: 

4) 'S^Q . p — 1 . . .(q — n + + \)qo =^0. 

Damit ist der Satz bewiesen. 
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§33. 

Form der Integrale, wenn die im § 31 entwickelten Bedingungen 

erfüllt sind. 

Wir nehmen nun an, es seien die im § 31 entwickelten Beding- 
ungen erfüllt und fragen, welches dann die Form der Integrale ist. 
Die Betrachtung soll im Anschluss an eine Arbeit von Frobenius im 
76. Bande des Crelle^schen Journals geführt werden, nur in einigen 
Punkten entfernt sie sich von derselben. 

Wir wollen öun zwei Fälle unterscheiden. Erstens kann der Fall 
eintreten, dass je zwei Wurzeln der determinirenden Gleichung sich 
nicht um ganze Zahlen unterscheiden und zweitens dasselbe ist der Fall. 

Im ersten Falle kann gezeigt werden, dass die noth wendigen Be- 
dingungen zu gleicher Zeit die hinreichenden sind. 

In der That, verstehen wir unter q eine WArzel der determiniren- 
den Gleichung, so folgt: 

1 X ,, _ ___j__ ^M?) 

wobei Ar(()) eine ganze Function von q bedeutet, für welche sich durch 
Auflösung des in § 32 aufgestellten linearen Gleichungssystemes der 
Werth ergiebt: 

|/;(p + t/-i)/;(p + i'-2).../;._,(p+i)/;. (p); 
/• (p + 1/ - 1) /; ((. + 1/ - 2) . . . /;._,(p + 1)/;._.((>) 

2) (-l)>7/,(p)= /•(9 + t;-2).../;_s((. + l)A-2(p) 

;■ /• (p+i)/; (p) 

Um nun die Convergenz der vorgelegten unendlichen Reihe, welche 
der Differentialgleichung genügen soll, zu beweisen, verfahren wir 
folgendermassen. Aus den Recursionsformeln ergiebt sich: 

Bezeichnet man die absoluten Beträge der Functionen /V und g^ 
mit t\ und Gy oder auch durch Fv(fi) und 6r ,.((>) etc., so folgt aus 
unserer Gleichung: 

<^r-i-l<Y.-^--^\(^r-F,{Q-hv)-^Gr-t,F,(Q-^ G.Fr^,(Q)]. 

Sei nun B der Radius eines um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreises, der beliebig wenig kleiner ist als der, innerhalb dessen die 

Functionen |?i(j), p2 CO? •• JP^W sämmtlich convergiren, dann sind die 
Reihen: 



/ 
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1) 






/„(it + 2iäL) = «;. 1 . /; (n) + fit« 2 . /g («) H !-«««./■« (w)- 

Schliessen wir nun ganz analog wie in der allgemeinen Theorie 
der linearen Diflferentialgleichungen, so folgt, dass wir die Constanten 
Ciy c^y . 'Cn so bestimmen können, dass das Integral: 

der Functionalgleichung Genüge leistet: 
3) /•(« + 2iS0 = ft . /•(«), 

wobei IL eine Constante ist, und zwar eine Wurzel einer Gleichung 
n*«° Grades. 

Wir nehmen jetzt die Functionen: 

f 9^1 («*) = /"OO, 



4) 



Alle diese Functionen müssen Integrale der vorgelegten Differential- 
gleichung sein. Da dieselbe nur n linear von einander unabhängige 
Integrale besitzen kann, so muss einmal fair m < n eine Relation von 
der Form bestehen: 

5) (pm -f 1 (li) = «1 . 9?i ( ?*) + «2 • 9^2 (^0 H öt,« . tp„, (u) , 

wobei die Grössen a Constanten bedeuten. 

Nehmen wir die Beziehungen hinzu: 

(p^{u + 2iK') = q)^(ti)y 

so folgt, dass wir eine lineare Verbindung der Grössen tp herstellen 
können, die wir durch qp(«) bezeichnen wollen, welche der Functional- 
gleichung Genüge leistet: 

6) ip{ii -f 2*jSr') = /Ui . ^{u), 

wobei ^1 wiederum eine Constante bedeutet. Da q>{i() überdies der 
Gleichung Genüge leistet: 

(p{a -f 2K) = IL . <p(a), 

so folgt, dass es eine doppeltperiodische Function zweiter Art ist. 
Unter solchen Umständen erhalten wir den Lehrsatz, welcher der ganzen 
folgenden Theorie zu Grunde gelegt wird: 
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Lehrsatz: Eine jede Picard'sehe Differentialgleichung 
hat jedenfalls ein Integral, welches eine doppeltperiodische 
Function zweiter Art ist. 

Wir wollen zusehen, welche Form die anderen Integrale haben. 
Nennen wir das doppeltperiodische Integral: 

so wollen wir setzen: ^ 

8) ?/ == g)(t() Imdu. 

Die Gleichung in z ist dann von der Ordnung n—l und hat als 
Coefficienten, wie aus den Betrachtungen von § 83 des ersten Bandes 
hervorgeht, als Coefficienten gewöhnliche doppeltperiodische Functionen 
— wobei wir uns den Coefficienten des höchsten Differentialquotienten 
von y gleich 1 gesetzt denken. — Eine solche Differentialgleichung? 
hat dann nach dem fundamentalen Lehrsatz mindestens ein Integral, 
welches sich als doppeltperiodische Function zweiter Art darstellen 
lässt. Wir wollen dasselbe durch 2^ bezeichnen, so ist: 

ein zweites Integral der ursprünglich vorgelegten Gleichung. Die 
Form desselben ist in einfacher Weise klarzulegen. In der That, wir 
können z^ schreiben: 

wobei die Summe über alle ünendlichkeitspunkte von z^ zu erstrecken 
und für den Augenblick gesetzt ist: 

(9 und X sind zwei geeignet gewählte Constanten. Integriren wir und 
berücksichtigen, dass vermöge unserer Annahmen der logarithmische 
Theil verschwinden muss, so folgt: 

11) 2,, = 9'(»)2'^x/'(" - ^) + • • ^'^^^S^] 

und dieser Ausdruck ist wiederum eine doppeltperiodische Function 
zweiter Art. Freib'ch muss hinzugefügt werden, dass dieses Resultat 
nicht in jedem Falle richtig ist. Wenn die Function z^ doppelt- 
periodisch von der ersten Art ist, so modificiren sich die Resultate, da 
die analytische Darstellung von z^ eine andere wird. Ebenso modi- 
ficiren sich die Resultate, wenn die Multiplicatoren ^ und fi^ von z^ die 
Form haben : ,, _ ,>2 a jr ,, _ ^s a » xf 
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Auf beide Fälle soll in der Folge eingegangen werden. Jetzt 
sehen wir von ihnen ab und beschränken uns auf den ersten Fall, den 
wir als den allgemeinen bezeichnen wollen, dann folgt, dass auch 
eiu zweites Integral doppeltperiodisch von der zweiten Art ist. Gehen 
wir so weiter, so finden wir den 

Lehrsatz: Die Picard'schen Differentialgleichungen be- 
sitzen im allgemeinen Falle als n von einander linear 
unabhängige Integrale n doppeltperiodische Functionen 
zweiter Art. 

§37. 

Analytische Darstellung der Picard*sohen Differentialgleichungen. 
Scheinbare und wirkliche singulare Funkte. Beduction der 

allgemeinen Form auf eine specielle. 

Nachdem wir über die Natur der Integrale einer Picar duschen 
Differentialgleichung w**' Ordnung einstweilen in's Klare gekommen sind, 
wollen wir jetzt die analytische Form und die Eigenschaften der 
Differentialgleichungen selbst etwas näher untersuchen. Die Coefficienten 
der Pi Card 'sehen Gleichungen sollen doppeltperiodische Functionen 
sein. Dieselben können beliebig viele singulare Punkte besitzen. Da 
ihre Integrale sämmtlich gebrochene transcendente Functionen sein sollen, 
so können die Coefficienten Pi,i?2? -P« ^^^ vorgelegten Differential- 
gleichung: 

in den einzelnen Punkten resp. höchstens von der Ordnungszahl l,2,...w 
unendlich gross werden. 

Die doppeltperiodischen Functionen sind nun in § 18 und 82 des 
ersten Bandes in mehrfache Formen gebracht worden. 

Setzen wir für den Augenblick: 

so folgt aus den citirten Darstellungeu, dass die Coefficienten die 
Form haben müssen: 



2) 



§ 37. Reduction der allgem. Picard'fichen Differentialgleichungen auf specielle. 185 

wobei ^Cro=0 etc. ist und die Summe über die einzelnen Unend- 
lichkeitspunkte zu erstrecken ist. 

Wir können den Coefficienten aber auch noch andere Formen geben. 

Nehmen wir an, dass eine doppeltperiodische Function die Unend- 

liehkeitspunkte — 6r + ^ besitzt, so können wir sie, von einem un- 
wesentlichen Factor abgesehen, schreiben: 

wobei die Beziehung besteht: 

a^ + «2 H »m y- = ^ + c>2 H t>,„ + m^ 

und m^ eine ganze Zahl bedeutet. Wir wollen nun annehmen, dass 
die Grössen 6 alle von einander verschieden sind oder was dasselbe 
sagt, dass die Unendlichkeitspunkte alle von der ersten Ordnung sind. 
Dann folgt, dass wir setzen können: 



4) 



r = 2 



oder also wir finden die Form: 



r=iu 



5) i>l = ^1 + *•**('* + ßl)^Cr-ün{H + ßr), 

wobei die Grössen ß die den Grössen 6 entsprechenden Argumente der 
elliptischen Functionen sind. Die Grössen c in der letzten Formel 
sind verschieden von den Grössen c in der vorletzten. 

Wir wollen zweitens annehmen, dass die Unendlichkeitspunkte 
sammtlich von der zweiten Ordnung sind, so können wir die vor- 
gelegte Function schreiben: 

Dann folgt die Richtung des Ansatzes: 
S,=*,(i'+6,)*o(o+&i)2''''*o*(«+M--^i(''-+^)*o(»+M-V(''+M. 

r=2 

S, =^c„+.»o\v + \)... »,\v + 6.) . . . V(» + M- 

«=1 
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Unter solchen Umständen folgt die Richtigkeit des Ansatzes: 

Hierbei ist die Annahme gemacht, dass alle Unendlich keitspunkte 
von der Ordnungszahl 2 sind. Ist dasselbe nicht der Fall, vielmehr 
einige von der Ordnungszahl 1, so modificiren sich die Resultate in 
unwesentlicher Weise. 

Aehnlich sind die folgenden Coefficienten aufzustellen, wie nicht 
weiter ausgeführt zu werden braucht. 

Bei anderer Bezeichnungsweise der Unendlichkeitspunkte ergeben 
sich andere Darstellungsformen, die aber so unmittelbar aus der letzten 
folgen, dass von ihrer Aufstellung füglich abgesehen werden kann. 

Damit nun unsere Differentialgleichung eine Picard'sche sei, 
müssen die im § 34 angegebenen Bedingungen erfüllt sein. 

Wir wollen die Unendlichkeitspunkte der Coefficienten in zwei 
Kategorien theilen. Erstens ist es möglich, dass dieselben auch in 
den Integralen vorkommen, zweitens ist es möglich, dass die Integrale 
sie nicht enthalten. Die erste Kategorie wollen wir wirklich sin- 
gulare, die zweite scheinbar singulare Punkte nennen. Es ist 
nicht schwer, für die letzteren eine obere Grenze anzugeben. 

In der That, nennen wir ein Fundamen talsystem von Integralen: 

so lautet die dazu gehörende Differentialgleichung: 

y' A 00 ■../•'« W _o. 

Dabei können wir den sämmtlichen Integralen die Form gehen: 

Wj + ni^ -\ mr= m. 

Hierbei sind unter den Zahlen — m^^ — m^, • • • — lUr die kleinsten 
negativen Wurzeln der determinirenden Gleichungen zu verstehen, die 
bez. zu den singulären Punkten 6^, . . . 6^ gehören. 

Führen wir die Determinante aus, so erhalten wir die Differential- 
gleichung in der Form: 

8) Po. 2/(«) + P,. »/(»-») + . ..P..2/ = 

und es ist daher: P P P 



Pl = ~lS' P2 = -Tf^"Pn=^ 
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Die Zahl der scheinbar singulären Punkte kann nun, wie nicht 
näher ausgeführt zu werden braucht, höchstens gleich der Zahl der 
Nullpunkte von Pq sein. Die Zahl dieser Punkte ist aber gleich 
der Zahl der Unendlichkeitspunkte von Pq. Wir wollen dieselbe 
durch II bezeichnen, so kommt unser Problem darauf hinaus, für (i 
eine obere Grenze zu finden. Die Function Pq kann nur in den 
Punkten t^ , . . . 6r unendlich werden. Die Ordnungszahlen mögen resp. 
Qiy (>^7 • • • Qr sein, so folgt: 

Verstehen wir unter 6 irgend einen der Punkte 6j, ftj, . . . 6^, so 
kann gesetzt werden: 

/i (") = (-^ ~^-) "*' f A'*' + ^i.'*K« -ß)+ v%' -ßy+--\, 

Ä = 1 , 2, . . . M, 

wobei w' der zu h resp. ß gehörende Exponent ist, der aus der deter- 
minirenden Gleichung bestimmt werden kann. Setzen wir nun 

^2 00 = ^12 -/iOO + ZsOO, 



so können die Constanten c so gewählt werden, dass im Punkte ß: 

Fi(u) von der w'*«^ 

F^ (;h) von der m' ~ !*•"» 



Fn(;it) von der >w'— n + 1*«** 
Ordnung höchstens unendlich gross wird. Da nun nach bekannten 
Sätzen der Determinantentheorie der Ausdruck für Pq ungeändert bleibt, 
wenn wir /i(«/), /i(«*) . . • fn(u) resp. durch jPi(w)? ^^(k) . . . Fn(ii) er- 
setzen, so können wir aus dem soeben gefundenen Ergebniss schliessen, 
dass die Function Pq im Punkte ß von der ni^n^^ Ordnung höchstens 
unendlich gross wird. Wir haben also höchstens: 

pi = «Wj, Q^ = nm^y ... Qr= nnir, 
sodass sich ergiebt: ^l = n{}n^ + • • • /Wr), oder also: 
9) jLt = mn. 

Damit ist das Problem gelöst. Wir finden den 

Lehrsatz: Bezeichnet —m die Summe der niedrigsten 
negativen Wurzeln der determinirenden Gleichungen, die 
zu den einzelnen singulären Punkten einer Picard'schen 
Differentialgleichung w*®' Ordnung gehören, so ist die Zahl 
der scheinbar singulären Punkte höchstens gleich mn. 
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Die Entscheidung, ob ein Punkt ein scheinbarer oder wirklich sin- 
gulärer Punkt der Picard 'sehen DiflFerentialgleichung ist, kann unmittel- 
bar mit Hülfe der determinirenden Gleichung getrofifen werden. In der 
That, ein Punkt ist dann und nur dann ein scheinbar singulärer 
Punkt, wenn die sämmtlichen Wurzeln der determinirenden Gleichung 
positiv oder Null sind. 

Es möge nun eine Picard'sche Gleichung vorgelegt sein, welche 
eine Anzahl singulärer Stellen besitzt. Eine derselben können wir 
immer beliebig wählen, wir wollen sie gleich iK' setzen. Dann wollen 
wir die wirklich singulären Punkte, welche ausser iK^ vorkommen, 
durch /JjL, /ig, . . . /Sr bezeichnen und annehmen, dass die kleinsten Wurzeln 
der determinirenden Gleichungen, die zu diesen Punkten gehören, resp. 
ni^, m^^. . .nir sind. Wir setzen dann: 

wo das Product über alle soeben definirten Werthe von ß zu er- 
strecken ist. Dann leistet z wiederum einer Picard'schen Differential- 
gleichung n^*^ Ordnung Genüge, wie aus den Betrachtungen von 
§ 83 etc. des ersten Bandes hervorgeht. Aus den Untersuchungen, die 
wir in der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen angestellt 
haben, folgt dann unmittelbar, dass die determinirenden Gleichungen 
für die Differentialgleichung mit der abhängigen Veränderlichen s, die 
zu den Punkten ft, ft?- • -^r gehören, lauter positive (die Null ein- 
begriffen) Wurzeln besitzen, dass also für die neue Gleichung die 
Grössen ß^^ ß^,. ..ßr nur scheinbar singulare Punkte sind. Ist aber 
die ursprüngliche Picard'sche Gleichung gegeben, so kann die neue 
unmittelbar abgeleitet werden. Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsatz: Die Integration einer jeden Picard'schen 
Differentialgleichung kann durch Einführung einer neuen 
abhängigen Veränderlichen auf die Theorie einer anderen 
zurückgeführt werden, welche nur einen wirklich singulären 
Punkt und zwar den Punkt u = iK\ daneben lauter schein- 
bar singulare Punkte besitzt, deren Integrale also alle die 
Form haben: 

■9-1 {v ~ a,) d"^ (v — a,) . . . O-j (y — a„i) (^^ 

Hiermit sind wir zu Differentialgleichungen gelangt, deren Integrale 
eine besonders einfache Form haben. Die Coefficienten freilich werden 
im Allgemeinen eine complicirtere Form als die der ursprünglich vor- 
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gelegten besitzen, sodass es nicht in allen Fällen gewiesen ist, die 
genannte Transformation vorzunehmen. In Bezug auf die letzten Be- 
trachtungen wird auf die citirten Arbeiten von Naetsch verwiesen. 



§38. 

Untersuchung der Pioard'schen Differentialgleichungen 

erster Ordnung. 

Nachdem einige allgemeine Sätze über Picard'sche Differential- 
gleichungen w**' Ordnung aufgestellt worden sind, wollen wir jetzt 
specielle Ordnungszahlen in Betracht ziehen und nehmen zunächst den 
Fall n = 1. Als allgemeine Form derartiger Gleichungen können wir 
die Form wählen: 

1) ^ + [cq + ^Cr . snu.sn{u + ar)j y = 0, 

wobei die Summe über die vorgelegten singulären Punkte zu erstrecken 
ist. Setzen wir an Stelle von 

w : u + iK^y von a^ : «r + *^', 
so können wir an Stelle der letzten Gleichung auch die folgende wählen: 

Die Betrachtung der Fundamentalgleichung zeigt, dass die sämmt- 
lichen Grössen c^.sna^, Cj.swog, ... ganze Zahlen sein müssen. Be- 
zeichnen wir sie durch g^^ g^ etc., so lautet die allgemeinste Picard- 
sche Differentialgleichung erster Ordnung: 



») t + ('« +2-^S^)» = «■ 



Die Integration derselben bietet keine Schwierigkeit. Setzen wir: 

SO leistet qp(t'), wie aus dem 83. Paragraphen des ersten Bandes folgt, 
der Gleichung Genüge: 

dlog(p(v) cnu,dna sn(ii + a) 
du sna sna . snu 

Daraus folgt als Integral unserer Gleichung: 

5) y== e^" JJ<jPr(«^>, 

wenn gesetzt ist: 
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und: ^i(^) 

Wir können das gefundene Resultat auch so aussprechen: 

Lehrsatz: Die allgemeinste Picard'sche Differential- 
gleichung erster Ordnung kann in die Form gebracht werden; 

du ' \o ' ^^"^ snor-snn/^ 

wobei Cq eine willkürliche Constante, die Grössen g da 
gegen ganze Zahlen bedeuten. Ihr Integral lautet: 



tj = e^«/Y- "-■ ~ ' -"' ^' " ''^^"'•^ 



1 /^ . '^^ cnar.dnur\ 



§39.^ 

Untersuchung der Fioard'schen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, deren Coefficienten einen singulären 

Funkt haben. 

Wir gehen jetzt zu den DiflFerentialgleichungen zweiter Ordnung 
über und zwar nehmen wir zunächst diejenigen, deren Coefficienten 
einen singulären Punkt besitzen. Als solchen sind wir berechtigt 
den Punkt ^^ _ -^i 

zu wählen. Nach unseren allgemeinen Untersuchungen haben dann 
alle DiflFerentialgleichungen dieser Art die Form: 

Zunächst folgt, dass wir, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu 
thun, die Constante Cq der Null gleich setzen können. In der That, 
ist Cq von Null verschieden, so setzen wir an Stelle von y die Grösse 
i/.e^". Dann kann X immer so bestimmt werden, dass der Coefficient 

von — in der transformirten Gleichung verschwindet. Bilden wir 

ferner die determinirende Gleichung, so lautet dieselbe: 

2) 9(9-1)=^ 

oder also es folgt: ,„ , 

e2 = t^()(()- 1). 
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Setzen wir an Stelle von q: — ?w, so nimmt die Differentialgleichung 
die Form an: 

3) — ^ = y\c + m (m + 1) . Ic^sn^ii], 

umgekehrt folgt unmittelbar, dass, wenn m eine positive ganze 
Zahl ist, diese Differentialgleichung als Integrale gebrochene trans- 
cendente Functionen besitzen muss. Mit ihrer Integration wollen wir 
uns beschäftigen, wobei zu bemerken ist, dass diese Gleichung unter 
dem Namen der Lame 'sehen bekannt und zuerst von Hermite voll- 
kommen integrirt worden ist. 

Nach den Sätzen von Picard haben ihre Integrale die Form: 



Ul 



^l {V + (Ir) 



Die Betrachtungen gestalten sich nun, wie aus den Untersuch- 
ungen des § 84 des ersten Bandes folgt, besonders einfach, wenn wir 
den Exponentialfactor so wählen, dass zu jedem Factor des Products 
ein entsprechender Exponentialfactor: 



V 



^c,(«r) 



hinzugezogen wird, oder also, wenn wir setzen: 

Dann aber folgt, dass k jedenfalls der Null gleich sein muss. Es 
ergiebt sich dieses Resultat durch Ent Wickelung um den Punkt u = iK' 
herum, wenn wir die Resultate von § 84 des ersten Bandes hinzu- 
nehmen. Zweitens folgt, dass die Grössen a^ jedenfalls im Allgemeinen 
von einander verschieden sein müssen. 

In der That, wäre dasselbe nicht der Fall, käme — a^il mal vor, 
/> 1, so könnten wir setzen: 

wo nun y^ für i? = — a^ nicht mehr gleich Null wird. Setzen wir 
diesen Ausdruck in die Differentialgleichung ein, so würde sich er- 
geben, dass: ^^^^ + a,) = 

sein müsste für v = — a^, was nicht angeht. 

Wir nehmen an, dass die Grössen a^ auch vom Zeichen abgesehen 
von einander verschieden sein sollen. 
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Drittens bleibt die Lame 'sehe Gleichung ungeändert, wenn wir 
an Stelle von v uns — v eingesetzt denken. 

Ist also: sua,) 

11 ^q{v) 
ein Integral der Differentialgleichung, so ist es: 

auch. Es handelt sich darum, die Grössen a^ so zu bestimmen, dass 
der genannte Ausdruck ein Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung wird. 

Dazu setzen wir: 



r=:/w 



7) V>{ii) = J~[<P,{ii), 

Äsüm ergiebt sich durch Differentiation: 






wobei die Summen in einfacher, nicht näher anzugebender Weise zu 
erstrecken sind. Diesen Ausdruck setzen wir in die Differentialgleichung 
ein und setzen dann ti = — a^. Die rechte Seite verschwindet für 
diesen Werth von u, die linke also auch. Nun ist aber: 

also verschwindet auf der linken Seite die erste Summe und es bleibt 
nur die zweite zu untersuchen übrig. Aus ihr sind alle diejenigen 
Glieder herauszugreifen, bei denen ein Factor den Index r hat, da die 
andern verschwinden, sodass wir die Summe erhalten: 

2g>(n) d(pr(u) ^^t d(pi(u) 1 

g>r(u) du ^ du (pi(;u) 
wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass dieselbe über, alle l von 
1 bis m zu nehmen ist, mit Ausnahme von l = r. Dieser Ausdruck 
muss dann gleich Null sein, wenn wir der Reihe nach 

w = — «r, r = 1 , 2, . . . )n 
einsetzen. 
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Wir erhalten demgemäss unter Fortlassung der nicht verschwinden- 
den Factoren die Gleichungen: 



2' 



d(pi{ii) 1 



= 



du (pi(u) 

tur u = — cCr, r =^1, 2, . . . w. 
Nun ist aber: 

dwi(u) , .snu.cnii.dnii — snai^cnai.dnai 

,^ = <pi(ti) ^ 5 

du ^ V / stru — srroLi 



sodass wir das Gleichungssystem erhalten: 

sn^ar — sn^ai 
Wir wollen nun der Einfachheit halber setzen: 



8) 2' --" --;-' ' 3- -—:- ^ 0. 



9) >« = 0, r = l, 2, ...w. 

' ^"^ ^T- — nn. 



Ur ^ snur. cnur . dnur, 

so können wir den folgenden Lehrsatz aussprechen: 

Lehrsatz: Damit die durch. Gleichung 7) definirte Func- 
tion ein Integral der Lam^'schen Differentialgleichung 
wird; müssen die Gleichungen bestehen: 

}[ Ur + Ui 
Xr — Xi 

Wir können die Gleichungen in eine andere Form bringen. Dazu 
denken wir uns die Gleichung gebildet^ deren Wurzeln die Grössen 
^if ^y -'^n sind. Dieselbe möge lauten: 

10) f(x) = x"^+p^.x"'-'+' •' Pfn^O 

Wir wollen femer setzen: 

^ ^ "^ X — Xi 

so nimmt das Gleichungssystem die Form an: 

m 



12) 2''«'-/''(^-) = Ö- 

1 
Dasselbe kann nach den Grössen Ui leicht aufgelöst werden. In 
der That, es ist: 

fi{x) ^3^-^+ (pi + ^0^"'+ (f>2 + Px^i + x?)xr^~^ + ' . . 

+ (Pm-1 + Pm- iXt-\ Xr-^), 

also folgt: 

f!{Xr)^(ni-\)xr'^-^+{m- 2)(ft+a;0^r'"-H- • 'Pm-i+Pn.-fsX,+ ' • 'xr--. 

Kraute, Doppeltperiodiiche Functionen. II. 13 
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Setzen wir diese Ausdrücke ein, so erhalten wir ein bekanntes 
Gleichungssystem der Algebra, aus welchem sich die Beziehungen 
ergeben : 

1 3) n^ . /'' (l\) = 1(2 . f'i^l'^) = • • • ^^m . f (X,n)' 

Aus diesen Gleichungen sind die Grössen Xr zu bestimmen und 
zwar folgen wir bei ihrer Bestimmung dem Vorgange von Sparre. 
Wir bezeichnen dazu den gemeinsamen Werth der Grössen: 

mit L, so folgt durch Quadriren: 

L'=x,{i - xO(i - k'^,)rixj^ • . . x,n(i - ^m)(i - A'^xgrc^v«)-. 

Unter solchen Umständen wird die Gleichung: 

14) .r(l - .;•) (1 - Px) f {xf -L'-=0, 

welche vom Grade 2w + 1 ist, die Wurzeln it'i, rrg,... xv,» besitzen, und 
muss sich in Folge dessen die linke Seite schreiben lassen: 

15) x(l - x){l - k^x) f\xy - L' = f{x) (p(x), 

wobei <p(x) eine ganze Function vom Grade m + 1 ist. Differenziren 
wir, so erhalten wir: 

f f'(x)[(l - 2 [l + k'\x + 3k''x')f\x) + 2(x - [1 + k'W + J^^r") f"(x)] 

= nx)ip(x)+f\x)q>\x). 

Nun sind die Wurzeln von f(x) alle von einander verschieden, 
also haben f'(x) und f(x) keinen Theiler gemeinsam. Unter solchen 
Umstanden muss g)'(x) durch f(x) theilbar sein oder also es folgt 
unter Berücksichtigung des Grades von q)\x) die Gleichung: 

16) q)'(x) = (Ax + B)f(x), 
Setzt man daher: 

17) 9i(x) = [l-2(l + k')x + Sk^x^lf\x) + 2[x-(l+k^)x^+ Rr»]/^'(./;j, 
so erhalten wir die Gleichung: 

(p,(x) = (fix) + (Äx + B)f(oc). 
Wir differenziren noch einmal und ersetzen (p\x) durch: 

so ergiebt sich: 

(p\(x) = 2(Äx + B)f(x) + At\x). 

Diese Gleichung führt zu Recursionsformeln für die Grössen p. 
In der That, es ist: 



r=siH 



f(x)^^Pr.Xf"-% i>„=l 



r=ü 
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Unter solchen Umständen wird: 



ni 



r (*•) =2'('» 



r)prX 



<yn — r — 1 







Setzen wir also: 



^' 



m 



r — l)/)r.x 



m — r — 2 



tri 



18) 



9^1 (^) =2*r.iZ^-'", 



— 1 



SO erhält qr den Werth: 

{qr = Pr-i(m-r+l){27n-2r+l)-2(l + k^){m-rypr 
+ k\m -r- \){2m - 2r - l)pr+i, 



19) 



20) 



wobei pr = für r < und r > m anzunehmen ist. 
Ferner erhalten wir: 

Wl — 1 

2{Ax+B)f\x)+Af\x)=^[A{2m-2r'-l)prJti + '^^{»^-'r^ 

—1 

Durch VergleichuQg ergeben sich m + 1 Gleichungen von der Form: 

J(m-r)[p,_i(m-r+l)(2;w-2r+l)-2(l+/c2)p,(7n-r)2+fcXiw-r-l^ 
I = A{2m - 2r - l)pr^i + 2B{m - r)pr. 

Die beiden ersten Gleichungen lauten: 

k\ m(m + 1) (2m + 1) = A{2m + 1), 
;w[- 2(1 + k^)m^+k\m - 1)(27W - l)joJ =A(2m - \)p, + 2Bm, 

sodass wir für A und B die Werthe erhalten: 

21) ^=-m(m + l)Ä;2, 

22) B=-(l + k^)m^-k\2m - \)p^. 

Setzen wir diese Werthe in die Recursionsformel ein, so ergiebt 
sich die folgende Beziehung zwischen' den Coefficienten p: 

A— 1 = {m - r) (m - r + 1) (2m - 2r + 1), 

Dr = [r{2m - 1) (1 + k') + k\2m -l)p^\ 2(m - r), 

Z>r-f 1 = F(2m - 2r - l)(r + l)(2m - r). 

Vermöge dieser Formeln lassen sich die sämmtlichen Coeffi- 
cienten p berechnen, sobald der eine Coefficient p^ gegeben ist. Um 
auch diesen zu berechnen, genügen die bisherigen Betrachtungen nicht, 
yielmehr müssen die Entwickelungen um den singulären Punkt hinzu- 
genommen werden. Die Vergleichung des Factors von: 

13* 



23) 
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links und rechts unter Hinzunahme der Entwickelungen von § 83 und 
§ 84 des ersten Bandes ergiebt dann: 

24) Ä=--2^^=--(2^-h)F- 

Damit sind die sämmtlichen Goefficienten der algebraischen Gleich- 
ung mit der Unbekannten sn^ar bestimmt, diese also auch. Die 
Grössen snar sind demgemäss nur bis auf das Vorzeichen bestimmt^ 
da aber die Gleichungen bestehen: 

25) sna^. cnor^. dna^ f (x^) = sna^.cna^ , dna^f {x^ ==..., 

so folgt, dass nur das Zeichen von einer der Grössen a willkürlicli 
ist, während das der anderen dann eindeutig bestimmt ist. 

Wir wollen nun noch den gemeinsamen Werth aller dieser Grössen 
bestimmen. 

Wir gehen dazu von der Gleichung aus: 

[i- - (1 + h^) x'2 + fc^x^J f{:Jcf -L' = fix) q>{x), 

wobei die Beziehung besteht: 

^\x)=^{Ax + li)f{x). 
Setzt man daher: 

X 



SO ergiebt sich: 

tp{x) = (Äx + B)f{x) - AF{,v) + 2), 

wobei D eine unbekannte Constante bedeutet. Unter solchen Um- 
ständen nimmt die Gleichung für L die folgende Form an: 

[x-{l + Ti')x'+ k^x"] f {xf -U = {Ax + B) f{xf-A ¥{x) fix) + Df{x). 

Durch Vergleichung des constanten Gliedes und des Factors von jc 
links und rechts erhalten wir: 

~ L^= B.pJ+ D.prn^ 

Pm-1= A,pm^+ 2B.pm.pm-i — A.Pm^+ D,pm—V 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich: 

V = Pm {Bpu, — p,n^ i) , 

oder also indem wir den gefundenen Werth für B einsetzen: 
27) V^ _p^[p^.j+^^[(l+ /,2),,,2+ (2m - l)/c*ft]l. 

Damit sind wir am Ziel, denn dass nunmehr keine weiteren Be- 
dingungen zu erfüllen sind, braucht nicht näher auseinandergesetzt zu 
werden. Wir können demnach die Betrachtungen in dem folgenden 
Lehrsatz zusammenfassen: 



§ 39. Picard'ache Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit einem sing. Punkt. 197 
Lehrsatz: Die Lame'sche Differentialgleichung: 

besitzt als vollständiges Integral die Grösse: 



wobei gesetzt ist: 



^oW 



Die Grössen sn^a,. sind als Wurzeln einer Gleichung 
m^^ Grades darstellbar, deren Goefficienten eindeutig nach 
gegebenen Regeln durch e^ darstellbar sind, die Grössen Ur 
selbst sind vermöge einer vireiteren Beziehung bis auf das 
Vorzeichen einer einzigen — von der Reihenfolge abgesehen 
— eindeutig bestimmt. 

Wir haben die Auflösung der Lame 'sehen Differentialgleichung 
durch Integrale, die in der Productform dargestellt sind, hiermit in 
voller Ausführlichkeit gegeben. Hierbei zeigte sich die Auflösung 
einer Gleichung m^^ Grades nothwendig. Es liegt hierin eine gewisse 
Schwierigkeit, und es fragt sich, ob dieselbe in der Natur der Sache 
begründet ist. Die Integrale sind symmetrisch in Bezug auf die 
Grössen «^ iind es liegt unter solchen Umständen nahe, zu fragen, ob 
nicht die Auflösung der Gleichung m^^ Grades vermieden werden kann 
und es genügt, die Goefficienten derselben zu kennen. Die Richtig- 
keit dieser Annahme zeigt sich, sobald die Darstellung der doppelt- 
periodischen Functionen in der Summenform hinzugenommen wird. 

Die hieraus sich ergebende zweite Darstellungsform der Integrale 
der Lame 'sehen Gleichung ist in mehreren Arbeiten, vor allem von 
Hermite und Sparre in ebenso ausführlicher wie eleganter Weise 
gegeben worden. Wir wollen hier nicht in derselben ausführlichen 
Weise vorgehen, sondern, nachdem die Darstellung in der Productform 
eingehend behandelt worden ist, uns im Wesentlichen darauf beschränken 
zu zeigen, dass die Grössen, welche bei der Summendarstellung auf- 
treten, ohne Auflösung von Gleichungen unmittelbar zu berechnen sind, 
wenn die Goefficienten der von uns aufgestellten Gleichung m^^ Grades 
bekannt sind. Diese Gleichung w**° Grades erhält dadurch ein ganz 
besonderes Gewicht — sie bildet die Grundlage für beide Dar- 
stellungsformen der Integrale. 
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Es möge sogleich hier bemerkt werden, dass auch iu der Folge 
der Schwerpunkt auf die Aufstellung der Gleichung gelegt werden wird, 
welcher die Grössen snur Genüge leisten, während die wirkliche Dar- 
stellung in der Summenform aus den angegebenen Gründen etwas zu- 
rücktreten wird. 

Um die Function J^ in der Summenform darzustellen, führen wir 
die Grösse ein: <», .. 

28) t^(M) = e»'('»+i). ^Y^.\ -- e *•«■) \ 

wobei die Beziehungen bestehen: 



Wir können dann J^ in der Form darstellen; 



29) J,=^rB.,^^ 



dw 



wobei die Grössen -B,„_r Constanten bedeuten. Das ganze Problem 
kommt dann darauf hinaus, die Grössen ßm— r, ti, X zu bestimmen. 
Dazu werden die Resultate gebraucht, die in § 83 und § 84 des ersten 
Bandes ausführlich behandelt worden sind. Es zeigte sich hier die 
Entwickelunir um den Punkt: 

herum in der Form: 

wobei die Grössen K sich in gewisser näher angegebener Weise ganz 
und rational aus den Ausdrücken zusammensetzen: 

^ Xr^ und ^ Ur . Xr^. 

Die ersten drücken sich ganz und rational durch die Coefficienten 
der Gleichung m^^^ Grades aus, welcher die Grössen Xr Genüge leisten, 
die zweiten sind L multiplicirt mit einer ebensolchen Function. Dabei 
zeigt es sich — wenn wir hinzunehmen, dass L^ sich rational durch die 
Coefficienten der mehrfach genannten Gleichung darstellen lässt, dass 
die Grössen K in zwei Kategorien zerfallen — die einen sind ganze 
rationale Functionen der Coefficienten p^ die andern gleich dem Pro- 
ducte von L mit solchen Functionen. 

Jedenfalls sind also alle Grössen K und mithin auch alle Grössen B 
ohne Auflösung der Gleichung iw**** Grades völlig bekannt. L ist doppel- 
deutig, von seinem Zeichen hängt es ab, welches der beiden Integrale 
J^ oder J^ wir darstellen. 
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Es bleibt übrig, a und k zu bestimmen. 

Nehmen wir an, dass m ungerade ist, so folgt -von Vielfachen 
von T abgesehen: ^ ^ i « i 

oder also die Bestimmung von a kann auf die Bestimmung von: 

sna = sn{a^ + ci^-\ ««,) 

zurückgeführt werden. Hiermit sind wir zu einem mehrfach behandelten 
Problem gelangt, über dessen Literatur im ersten Bande näher be- 
richtet worden ist, insbesondere sind in der Literaturangabe die Re- 
sultate besonders berücksichtigt worden, die sich in einer Arbeit von 
Story finden. 

Nehmen wir zweitens an, dass m gerade ist, so ist von Viel- 
fachen von t abgesehen: 

r 

a = ttj + «2 + • • • ^'//» + -ö"' 

oder also es kommt das Problem hinaus auf die Bestimmung von: 

1_ 

sodass wir wieder zu einer bekannten Aufgabe gelangt sind. 

Wir nehmen nun an, dass m ungerade und zwar gleich 2^ — 1 sei, 

dann folgt: 

M 

30) sn(a^ + • • • «2^-0 = jj^ > 

M = ! s«"-2 s^f-\ . . . 1 , s^^ -^ t*,., . . . ti. 

In diesen Determinanten ist der kürzeren Bezeichnung wegen: 

6V= sn(ar) 
gesetzt worden. 

Ersetzen wir die Grössen s durch die Grössen x, so folgt: 

Ersetzen wir ferner die Grössen ;(,. durch die Grösse L und die 
Grössen f"(Xr)^ so ergiebt sich: 

Nun ist allgemein: 

wobei die Grössen a sich in bekannter Weise durch die Grössen j? 
darstellen lassen. 
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Unter solchen Umständen lässt sich der Ausdruck: 

Yjnxr)M 

als ein Product darstellen und zwar als Product der Determinante: 
und der Grösse i^"^-4, wobei Ä gesetzt ist gleich: 





0^/1 — 1,0 öt^ — 1, 
0^/4 — 2,0 ^itt— 2, 


1 . . . a^_i,8^_3 
1 . . . a/i^2fifi—i 


öt^ — 1,2/u — 2 
öt^ — 2,2/u — 2 


Ä 


<^o,o 


«0,1 


. . . ao,2// — 8 


^0,2/< — 2 


oder auch: 





Ä- 





0^ — 1,0 
Ct.«— 2,0 


1 


^iU — 1,1 • • • ^/i — 1, 
<*itt— 2,1 • • • öt/u— 2, 



1 




öfo,o 


ch,i • • ' ch.fx^ 


-1 



Ganz analog kann geschrieben werden: 
Hieraus folgt: 

Die Determinante auf der rechten Seite kann als Product der 
Determinante: 

und der Determinante: 

flt/U,0 ^^,1 •'•Cifl^fl — l 

4 _ ^/* — 1,0 ^/u— .1, 1 ••• Ct/u — 1,^ — 1 



r ' r 



^1,0 ö^i, 1 ... «1,^-»! 

dargestellt werden. Unter solchen Umständen erhalten wir das Resultat: 



31) sn{a^ + a2-\ a2/u-i) = 

Dabei ist: 



.äI. • Ol . Oq • • • öffi 

\ßl ^2 • • • Sfn) = Pmj 

sodass sn^(cc^ + CC2-] «a^ — 1) sich rational durch die Coefficienten der 

von uns aufgestellten Gleichung darstellen lässt. 
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Genau so ist der Fall eines geraden m zu erledigen und zwar 
setzen wir: 

dann folgt: 

32) 
wobei gesetzt ist: 



m = 2/A, 
1 



N 






sn{cc^+a^-\ «2//) N^ 



-^1 = I«J^ «r^~^•••l; Slf*-KUr,,..Ur r = 1, 2, . . . 2/i. 

Ersetzen wir die Grössen Sr durch die Grössen Xr^ so folgt: 



S^ ,$2 . • • Sfn . iV — [ X^y Xr 



— 1 



• • • • JU ■ 

7 /•' 



a;;J-^Mr, ...uj, 



1 . 



oder also wir erhalten: 

s,s,...s„.,JJf\x;)N^D^\f(x;)xf^,.,.f\x;)x^, xf^-\. 
Wir wollen nun ähnlich wie vorhin setzen: 

so stellt die Determinante auf der rechten Seite sich wieder als ein 
Product dar und zwar der Determinante: 



und der Determinante: 



B = 



0/1,0 0^,1 •••&/«,/« — 1 

ö/*--i,o 0^ — 1,1 • .. 6/< — 1,/< — 



^1,0 &i,i ...6i,^_i 

In analoger Weise ist JV^ zu behandeln. Setzen wir: 



A= 



0/i,0 ^A*|l • • • ^;*,itt 

6/u--i,o ftf« — 1,1 . • . 6/< — 1,/i 



to,o 

1 



&0,1 



L.B 



.Ä 



so folgt: 

33) _ 

sodass auch jetzt das Problem gelöst ist. 

Es bleibt übrig, die Grösse k zu bestimmen. Dies Problem kommt 
darauf hinaus, die Differenz zu untersuchen: 

Hiermit sind wir wiederum zu einer mehrfach behandelten Auf- 
gabe gekommen. In Bezug auf die Literatur werde auf den ersten 
Band verwiesen, insbesondere auf die daselbst citirte Arbeit von 



1 
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Frobenius und Stickelberger im 88. Bande des Crelle'schen Journals. 
Jedenfalls lässt sich die Differenz in symmetrischer Weise durch die 
Grössen sn^ar und Ur darstellen. Die Grundlage der Darstellung kann 
hierbei die Formel abgeben, welche in § 82 des ersten Bandes ab- 
geleitet ist und lautet: 

34) i{u + u^ = 1{h) + J(Mi) + snu . snn^ sn{u + «,). 

§ 40.«) 

Untersuchung von Fioard'schen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, deren Coefficienten die beiden singulären Punkte 

u = iK' und n = K besitEen. 

Mit den vorangehenden Untersuchungen ist der Fall vollkommen 
erledigt, dass die Coefficienten einer Picar duschen Differentialgleichung 
2**' Ordnung einen singulären Punkt besitzen. Wir wenden ims nun- 
mehr zu dem Falle, dass in den Coefficienten deren zwei auftreten. 
Einen derselben können wir willkürlich wählen, wir setzen ihn gleich: 

II = iK'. 

Ehe wir nun zu dem allgemeinen Falle übergehen, dass der zweite 
singulare Punkt ein beliebiger ist, wollen wir annehmen, dass er den 
Werth besitze: u = K 

Auch dieser Fall soll nicht in seiner Allgemeinheit durchgeführt, 
sondern in der Folge etwas specialisirt werden. 

Die in Frage stehenden Differentialgleichungen haben jedenfalls 
die Form: 



1) 



d^y /, k^snu .cnu\ dy 

d^^^V""^ '"dnu Jlüi 

( snticnii , o . rn^fi\ 



Jedenfalls rauss c^ gleich Null sein, da die Integrale den Punkt 
II -- K nicht als ünendlichkeitspunkt besitzen sollen, überdies an- 
genommen werden kann, dass er auch kein Nullpunkt derselben ist. 

Ferner können wir durch Substitution von y^'* an Stelle von y 
immer dahin kommen, dass Iq gleich Null ist. 

Wir wollen weiter annehmen, dass auch (\ der Null gleich sei. 
Die Integrale werden dann die Form haben müssen: 

und zwar werden die Integrale durch Vertauschung von v mit — v in 
einander übergehen. Die Grössen Ur sind von einander verschieden. 



2) ^ = JT" '^ /:a— ' ^ M-r) 
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wir nehmen hinzu, dass sie auch vom Zeichen abgesehen von ein- 
ander verschieden sein sollen. 

Wir gehen nun ganz ähnlich vor, wie bei der Lame'schen Diffe- 
rentialgleichung. Die rechte Seite verschwindet für die Werthe: 

die linke muss es also auch. Setzen wir: 

so ergeben sich demgemäss die Gleichungen: 

wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass über Z = 1 , 2, . . . w 
mit Ausnahme von Z = r zu summiren ist. 

Setzen wir 6^=0, so erhalten wir die Lame'sche Gleichung. 
Diesen Fall schliessen wir aus. Wir wollen nun die Gleichungen der 
Reihe nach mit y^y y^^ . . . yrtii multipliciren und addiren. Das Resultat 
nimmt die Form an: 



wobei die Grössen .s die entsprechenden Potenzsummen der Grössen // 
bedeuten. Die Gleichung gilt für 9 = 1,2,... Aus ihr folgt, dass 

^ eine der Zahlen 1, 2, ... m — 1 bedeuten muss. In der That, wäre 

dasselbe nicht der Fall, so müsste die Gleichung: 

für p = 0, 1, . . . ?w — 2 bestehen. Das führt aber zu einem Wider- 
spruch — es würde ft^ = folgen. Wir haben uns also auf die so- 
eben definirten Werthe von \ zu beschränken. Setzen wir: 

SO nimmt die DiflFerentialgleichung die Form an: 

Es hat keine Schwierigkeit, diese Gleichung weiter zu behandeln. 
Es möge in Bezug hierauf auf die citirte Arbeit von Sparre und auf 
zwei Noten von Gylden verwiesen werden. 

Wir wollen noch weiter specialisiren. Im Falle m eine ungerade 
Zahl ist, können wir /x so bestimmen, dass der Coefficient c^ gleich 
Null wird, wir brauchen nur zu setzen: 

m = 2fi + 1. 



1 
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Es wird dann: 



5) 



2 



»t + 1 
2 



M + 1, 



6) 



und dieser Werth von \ soll allein zunächst ins Auge gefasst werden. 
Wir sind auf diesem Wege zu einer DiflFerentialgleichung gelangt, auf 
die zuerst von Pieard aufmerksam gemacht worden ist. 

Für den Werth ft^ = 2(|Lt + 1) kann das vorhin aufgestellte Gleieh- 
ungssystem geschrieben werden: 

^Ur.yr^ = 0, p = 0, 1, . . . ^ - 2, 

Es kann dieses Gleichungssystem leicht direct aufgelöst werden, 
wir ziehen aber vor, es in eine noch übersichtlichere Form zu 
bringen, indem wir die Gleichung einfähren, welcher die Grössen 
Vi^tfi} '" Vfn Genüge leisten. Dieselbe möge lauten: 

7) F(y) = r + Pi-r-' + • • • P.. = 0, 

dann können wir das Gleichungssystem schreiben: 



8) 






. ^».(yr^" + Pt-yr'" • + • • • P^+1 .y/-') 

Setzen wir hierin: 

9) Ur=Vr.y/'+\ 

so leistet Vr den Gleichungen Genüge: 

10) \ ^Vr{yr"'+P,.!fr'"-') = 0, 



-■) = 0. 



. Vv.(y/"+'' + P,.. '/.•"+"-* + • • • PM+i-yr'"-') = 0. 

Das ist wieder ein bekanntes Gleichungssystem der Algebra. Aus 
ihm folgt: 
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11) 



«1 • F' (y^) = «j . F' (yj) = ••■»„. F' (y„), 



oder also wir erhalten ähnlich wie im Falle der Lame 'sehen Gleichung 
die Beziehungen: 

F'(y,)ui F'(j/2>h F'(y„)u„ 



12) 



ym''+' 



y^M+l y^M + l 

Wir wollen nun nach dem Vorgange von Sparre hieraus för ;/,* 
eine algebraische Gleichung vom Grade m ableiten. Durch Quadri- 
rung folgt: 

13) F(j,;)^:Jll±^-PJt^iy!l=L^ r = l,2,...,«. 



Hieraus folgt, dass die Gleichung: 



14) 



r (yy -r+(^+ny-jl _ i^» = 



die Wurzeln y^ty^i ■•■ym besitzt, sodass der Zähler der linken Seite 
durch F{y) theilbar sein muss. Es folgt also die Gleichung: 

-Ä'«+(l+Ä'2)y-j/« 



F'(3f) 



y" 



V=F(y)<l>(y), 



wobei ^(y) j/^ eine ganze Function von y vom Grade m sein muss. 
Dureli Differenziren ergiebt sich: 

*i(y) F'{y) = F'iy) 0(y) + ^(y) F(y), 
wobei gesetzt ist: 

-Ä'»+(l+fc'«)y-j/* 



<l>,(y) = 2F"(;v) 



?/ 



tu 



+ F(i,) 



[(2^ +l)fc'«- 2^ (1 + Ä'*) y + (2,t - l)y»J 



y 



m+l 



Nun hat nach Annahme F(y) mit F'(y) keinen Theiler gemein- 
sam, daraus folgt sofort die Richtigkeit der Gleichung: 

15) y-+K<J>'{y) = (Ay + B)F'(y). 

Nun ist: 

F(y)^^Pr.r-% 



16) 



F(y) 



y 



in-}- 



L=^^Pr.ir'-% 



^^^(n,-r)F..y-^-r, 

?I1M = V(»» - r) (w -r-DPr.y-*-'-. 
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Wir können ferner schreiben: 



m 



17) '»x(y)=2Qr.!r'-% 

— 1 

wobei gesetzt ist: 



18) 



Q,.= - Pr+iim -r-l) {m - 2r - 2) 

+ 2(l+]r-)(m-r)(n-r)Fr-k'-{m-r+1)(;m-2r)Pr-i. 

Setzen wir für y'"+^.'P'(y) den Werth: 

(Ay + B) F'O/) 

in Gleichung 15) ein, dividiren durch F*(;y) und diflferenziren noch- 
mals, so erhalten wir: 

!r+'. d>V.?/) = {Ay + B)F'(y) + A.F{y) + (Ay+B)^(-^)- 

Dividiren wir durch ?/'"+', so können wir die rechte Seite auch 
schreiben: „ 

y^[Pr+iA{m - 2r-2) + PrB(m - 2r- l)]2r*-'", 



1 



oder also wir erhalten durch Vergleichung die Recursionsformel: 

19) - (1 + r) (>,= Pr+i.A(in - 2r - 2) + Pr.B(m - 2r - 1). 

Setzen wir r = — 1 und r = 0, indem wir hinzunehmen, dass: 

P_,= P_i = 0, Po=l 
ist, so ergiebt sich: 

20) ^ = 0, 

21) jB = (w - 2) P, - ot(1 + k' «). 

Setzen wir diese Werthe ein, so ehalten wir für die Grössen P 
die folgende Recursionsformel: 

22) Cr+i . Pr+i — Cr.Pr-\- Ä**- Cr— 1 • Pr—l == 0, 

a+1 = (w - 2r + 2) (m - r - 1) (r + 1), 
Cr = (»J - 2r - 1) [(>H - 2) Pi + r{m - r - 1) (1 + Ä-' *)J , 
Cr-i = (>M -r + l){m- 2r) (1 + r). 
Hieraus folgt: 

2(>n - 4) Pj, = (m - 3)Pi«+ (>m - 3)(1 + 7;'«;Pi - 2fr'*. w, 
2.3.(w-4)(»H-6)P3 = D, . Pi«+ A • Pi'+ A • A + A, 
A = (w - 2)(ot - 5), A = (;h - 5) [3m - 8 + 2(»i - 3)if «J, 
7), = 2L(m - 3)(>» - 5) - (3ot»- 14»i + l)Ä;'*J, A= - 2fr' *.>»(»* -5). 

So können der Reihe nach die Grössen P,, Pg, . . . P,„_-i berechnet 
werden. Als vorletzte Gleichung ergiebt sich: 

23) (m - 1 ) Pi . P^ _ 1 - 2 Ä;' ^ w . Pm - 2 = 0. 
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Dieselbe ist eine Folge der vorangegangenen. Die letzte Gleich- 
ung wird: 

24) [(m - 2)P, - m(l + fc'^)] P,„ - ^-'2. ,„ . P^__,= 0. 

Dieselbe liefert die Bestimmung von Frn- Damit sind die säramt- 
liehen Coefticienten P bestimmt, sobald P^ gegeben ist. P^ kann ver- 
möge der Beziehung: 

25a) Cq = (m — 2) ^/r^. sn-ar + li^m — m^, 

oder auch: 

25b) Co -- {m - 2) P, - 2m -f khn 

unmittelbar gefunden worden. 

Damit sind dann auch die Grössen a^. bis auf das Vorzeichen be- 
stimmt. Eins derselben bleibt willkürlieh, die Zeichen der andern sind 
aus den Gleichungen bestimmt: 

Hiermit wollen wir die Betrachtung schliessen, da die Integrale 
beide gefanden sind. Hierbei braucht kaum bemerkt zu werden, dass 
die Grösse 7^^ ähnlich wie bei der Lame 'sehen Gleichung bestimmt 
werden kann, dass überdies die Integrale in Summenform ohne Auf- 
lösung der Gleichung m^^^ Grades dargestellt werden können. 

Wir erhalten den 

Lehrsatz: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung: 






besitzt als vollständiges Integral die Grösse: 
wobei gesetzt ist: 






e *o(Or) . 



Die Grössen sn^Ur sind als Wurzeln einer Gleichung 
w*"° Grades (in = 2/[i + 1) darstellbar, deren Coefficienten 
eindeutig durch die Grösse Cq ausgedrückt werden können, 
die Grössen Ur selbst sind bis auf das Vorzeichen einer 
einzigen eindeutig bestimmt. 
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Picard hat die DiflFerentialgleichung: 

d^V , -L 19 snucnu dy 

dn^ ^ dnu du ^ " 

auch in dem Falle integrirt, dass b^ eine ungerade Zahl ist^ und zwar 
muss dann gesetzt werden: 

26) &! = 2/1 + 1 = w + 1 also m = 2fi. 

Zu diesem Falle wenden wir uns jetzt. Die Grössen «r müssen 
auch in diesem Falle von einander verschieden sein, die Grössen i/^ 
können es aber nach unseren früheren Bemerkungen nicht, also muss 
jedenfalls einmal eine Beziehung von der Form bestehen: 

Es tritt dann an Stelle des Gliedes: 

Ur + Ui _ 1 snar . cnur .dnccr+ snai . cnai , dnai 

Vr — Vi fc^ sn^ai — sn^ttr 

das Glied: 

fc* 2snar.cnar.dnar 

Wir erhalten also in diesem Falle ein ganz anderes Gleichungs- 
system. Im Allgemeinen wird die Zahl der Gleichungen grösser sein, 
als die Zahl der Unbekannten. Diese Schwierigkeit fallt jedenfalls 
fort, wenn wir setzen: 

«!= — «„, «2==^»» — 1,.-. «^= — «^+1- 
In diesem Falle reducirt sich unser Gleichungssystem auf ein 
System von /* Gleichungen mit den /Lt Unbekannten «i, «j, • • c^/«; näm- 
lich auf das System: 



^-. \ Ur' l- 2(1 + k')sn'ar+Uhn'ar^^^f 



2 Vr 2k' ' ^ yr-m 

Der Strich an der Summe bedeutet, dass dieselbe zu erstrecken 

ist nach l über 1,2,...^ mit Ausnahme von l = r. An Stelle von r 

ist der Reihe nach zu setzen 1,2, ...fi. Dieses Gleichungssystem 

kann in der folgenden Weise gelöst werden. Wir setzen wie früher: 

Xr= Sn'ttrj 

und nehmen an, dass die Grössen Xr der Gleichung Genüge leisten: 

28) f{x) = xf" -^ p^.xf"-^ + • " Pf,^ 0. 

Unter diesen Voraussetzungen kann unser Gleichungssystem ge- 
schrieben werden: 

f[l - Xr{2 -f 21c'- k'.h{) + Xr'.P(S - \)]f\Xr) 

+ 4Xr[l'- Xril + k') + *2. Xr']fr'(Xr) = 0. 



29) 
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Für allgemeine Werthe von b^ ist die Gleichung in Xr vom Grade 
u + 1, für den speciellen Werth von b^ dagegen, den wir ins Auge 
zu fassen haben und der jetzt aufgenommen werden möge, wird der 
Factor von :r/* + ^ gleich Null, sodass die Gleichung den Grad fi be- 
sitzt. Dieselbe hat genau dieselben Wurzeln wie die Gleichung: 

/•(..•) = 0, 
muss also mit ihr übereinstimmen. Da nun: 

ist, 30 ergiebt die Vergleichung die Relationen 30): 

(^1 + ^ 'Pi)p, = d^U-Pi^, + df,p, + d,%, .p,^, 

d(0 =(^-/)[2/-2ft + ftX2i+l)], 

e, = il{- 2iL + F), 

^.= -2Z-^(ft-l). 

In diesen Relationen ist an Stelle von / der Reihe nach zu setzen: 
1,2, ...f(. Die IL — 2 ersten Relationen drücken dann die Grössen 
j3ig,...p^_i als rationale ganze Functionen von p^ aus und zwar von 
den resp. Graden 2, 3, ... ft — 1. Setzen wir diese Werthe in die vor- 
letzte Gleichunjr: ,/ ,, ^^ 1^ 

Ol) Pfi-l = 



li(-2^ + k')-U'.p,iii-l) 

ein, so erhalten wir für die Grösse p^ eine Gleichung vom Grade |u, 
die in jedem einzelnen Falle sofort aufgestellt werden kann. Die letzte 
Gleichung ergiebt p^. 

Dabei drückt p^ sich unmittelbar durch Cq aus. In der That, es ist: 

32) Cq = (/w - 2) VA-^ sn^ar + mk^- m\ 

Unter solchen Umständen leistet Cq einer Gleichung w*®° Grades 
Genüge, die aus der aufgestellten mit leichter Mühe abgeleitet werden 
kann. Wir erhalten demnach den 

Lehrsata: Leistet die Constante Cq der vorhin definirten 
Gleichung vom Grade fi Genüge, so besitzt die Differential- 
gleichung: d'^y ^..^snucnudy 

;T^ + (2|ii+l)Ä-*-— . — j-c^y 
dir ^ . dnu du 

ein Integral von der Form: 

Krause, Doppeltperiodidche Functionen. II. 14 



210 § 40. Picard*8che DifFerentialgleich. IL Ordnung mit zwei speciellen sing. Punkten. 

Die Grössen sn^ar leisten einer Gleichung vom Grade ft 
Genüge, deren Coefficienten sich ganz und rational durch 
Cq darstellen lassen. 

In diesem Falle ist die Summendarstellung des Integrals unmittel- 
bar gegeben. In der That, an Stelle der Grösse y können wir auch 
die Grösse nehmen: 



n 






oder auch: t— f-. , « v 

I I (sn^u — sn^ccr). 

Verwandeln wir dieses Product in eine Summe, die eine ganze 
Function von sn^ti ist, so sind die Coefficienten unmittelbar bekannt 
und zwar drücken dieselben sich, wie gezeigt, ganz und rational 
durch Cq aus. 

Wir wollen nun versuchen, das zweite Integral unserer Differential- 
gleichung zu bestimmen. 

Dazu machen wir die Annahme, welche auf die vorige unmittel- 
bar folgt. Wir setzen fest: 

«1 = — «OT, ^2 = ~ ö^m — li • • • «/*— 1 = — ^M+^f 

während «^ verschieden sein soll von «^-f-i. Eine Betrachtung ein- 
fachster Art zeigt dann, dass sicherlich die Relationen bestehen müssen: 

5n*a^=0, 5n*a^^-i = l 

oder umgekehrt sein muss. 

Die Gleichungen, denen die Grössen sn^Ur Genüge zu leisten 
haben, nehmen die Form an: 



sie zeigt femer, dass ^ ^ 



f fei m/ 1 - 2(1 -f k^)sn^ar+ U^sn^ar . ^ « xn' 1 



33.) 



2 yr '2k' • '■ ^ yr-y, 



■f- 



An Stelle von r ist der Reihe nach zu setzen 1, 2, ... ft — l. Die 
Summe nach l ist zu nehmen über alle / von l bis ,« — 1 mit Aus- 
nahme von l = r. 

Das Gleichungssystem kann auch folgendermassen geschrieben 
werden: 

34) 3 -f Xr[- 6 + k\2^ - 3)] - Xr^k\2^ -&) + 4w/ V ' 77-3^- - 0. 

Führen wir die Gleichung ein, welcher die Grössen Xr Genüge leisten : 

35) q)(x) = xf-^ + gj^.xf-^ -\ g^_i = 0, 

und stellen ganz analoge Betrachtungen an, wie im vorigen Falle, so 
erhalten wir die Beziehungen: 
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wobei gesetzt ist: 

5(0 == (^ _ i _ 1) l]c\2l + 1) - 2(fi - ; + 1)], 

e,= -21c\^-l). 

Die Zahl der Relationen ist gleich ^ — 1. Aus den fi — 2 ersten 
sind die Grössen gj,... j^_i als ganze Functionen von q^ und zwar 
von den resp. Graden 2, 3^...ft — 1 bestimmt. Setzen wir diese Aus- 
drücke in die letzte Gleichung ein, so erhalten wir eine Gleichung 
vom Grade fi, welcher die Grösse q^ Grenüge leisten muss. Erwägen 
wir die Beziehung, welche zwischen g^ und Cq besteht, so ergiebt sich 
für Cq wiederum eine Gleichung vom Grade ^. Nehmen wir einstweilen 
an, dass das dieselbe Gleichung wie vorhin ist, so ergiebt sich der 

Lehrsatz: Die im vorigen Lehrsatz erwähnte Differential- 
ffleichunff: ^2,, „^.. ^-.., i^s 

du- ^ ^ dnii du 

besitzt als zweites Integral einen Ausdruck von der Form: 

Die Grössen sn^ccr leisten einer Gleichung vom Grade 
fi — 1 Genüge, deren Cocfficienten sich ganz und rational 
durch Cq darstellen lassen. 

Auch hier ist die Summendarstellung unmittelbar gegeben. Um 
die Theorie zu Ende zu führen, ist es nur noch nöthig zu zeigen, dass 
die Constante Cq im letzten Falle derselben Bedingungsgleichung Ge- 
nüge leistet, wie im ersten. Es wäre das nachgewiesen, wenn wir 
zeigen könnten, dass das zweite Integral der Picard'schen Gleichung 
die Form besitzt: 

Das kann aber auf folgendem Wege geschehen. Setzen wir: 
37) t/i = I l{sn^ii — sw^^r); 

so folgt ein zweites Integral der Differentialgleichung in der Form: 

i — (m+l)** 1 ; du 

OQ \ I e ^ ^ ' J dnu 

38a) t/2 = ViJ —t ^«*; 

oder also: 

14» 
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38b) .v,= ^ rf«'"+'«-d« 



/ rT{sn^fi - sn^dr) 



2 



39) 



wobei m eine gerade Zahl ist. Nun kann nach den Untersuchungen 
des ersten Theiles gesetzt werden: 

dw"' + ^M -^ cn(u — Ur) ^ j cn{u + aA 

4- Vi? ^ cn {u-ai) ^^ d cn(i/ + «r) 
.^ '^ rfw 6W (m — a^) .^ "''^ du $n{H + a^) 

Es müssen dann die Grössen A,- und A-r verschwinden. Die- 
selben können leicht gebildet werden. In der That, setzen wir wie 
Yorhin: 

40) f(jc) ==rT{8n^u - sn^Ur), 

so folgt: 

— r — == 2f(x)snu,cnu,dnu, 

du ' V / 

^S^ = 4r(^)snhixnhi.dnhi + 2f\x)[{-2{l + k^sn^u + 3P.8n^u], 

u U 

In Folge dessen können wir setzen: 

1 fc-2 ^ &-1 , 



[2f {Xr)8nar . cnar • dnar]^ 

. ZrCa^r) sw««, . cn^ar . rfw««^ + /"(a;^) [1 - 2 (1 + Ä:«)^H-3R^ 

*" 4 [/*'(a;^)sw«r . enar . dw«r]^ 

Ferner ist: 

dn^'-^^u = rfM''* + ^ar — (w — «;.) (w + 1) F. swa,. . cwa^ . d7i"^cir H 

Entwickeln wir daher den Ausdruck: 

J~r(sn^u — sn^arY 

nach Potenzen von m — «r und setzen den Factor von (w — ccr)""^ gleich 
Null, so erhalten wir die Gleichung: 

(m + l)k^snar ,cnar , . , ^ 

- "^^ 6_2+ 6-1 = 0. 

anur 

Ersetzen wir aber fe_i und b—^ durch ihre Werthe, so kommen 

wir zu der alten Gleichung flir Xr. 

Unter solchen Umständen nimmt y^ die Form an: 

41) y.-yAy(Bj'f^ + B.r'-^^^^)\- 

/ ^2 ^^l^\ 'sn{u--ur) sn{u + ar))] 
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Femer folgt, dass £r= 5— r ist und hieraus ergiebt sich unmittel- 
bar die Darstellung: 

42) y2 = snu,cnu{x^-^-\- <\.x^-^-\ ^^-0) 

also gerade das gesuchte Resultat. 

Die zuletzt behandelte Differentialgleichung kann als Repräsentant 
derjenigen Gleichungen angesehen werden, welche zwei specielle sin- 
gulare Punkte besitzen. 

§41. 

Untersuchung der Differentialgleiohnngen aweiter Ordnung 

mit Bwei singulären Punkten. Reduotion des Problems 

auf die Betrachtung besonders einfacher Gleichungen. 

Wir gehen jetzt zu der Theorie der allgemeinen Picar duschen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit zwei singulären Punkten 
über. Den einen derselben können wir willkürlich wählen. Wir setzen 
ihn gleich iK', der andere möge den Werth ^ ß -\- iK' besitzen. Wir 
sind dann nach dem früheren berechtigt, anzunehmen, dass er ein 
scheinbar singulärer Punkt ist. Die sämmtlichen Differentialgleichungen 
der angegebenen Art haben dann die Form: 

d^tt dy 

1) rf M* "^ '■"* "^ ** ■ **■ "'"" ■ *"^" "^ ^^^ du 

= y[c, + e^ . P. snu . sw(m + /J) + Cj . k^.sn^u]. 

Es ist zu untersuchen, wann ihre Integrale die Form haben: 

r = l 

Es sind die Fälle zu unterscheiden, je nachdem die Werthe von A, 
die zu den beiden Integralen gehören, von einander verschieden oder 
einander gleich sind. 

Der erste Fall ist leicht weiterzuführen. In der That, sind die 
beiden Grössen l von einander verschieden, so können wir, ohne der 
Allgemeinheit Abbruch zu thun, q = setzen. 

Wir wollen uns nun alles nach Potenzen von (u — iK') entwickelt 
denken, wobei wir hinzunehmen, dass angesetzt werden kann: 

1 1 cnß.dnß 



3) 



snu.sn(u + ß) u.snß sn^ß 

i 



+ bj^.u + h^.u^ + -", 



j = -^ + dQ+ d^.u^ + 



• • '7 



sn'u ir 



0(r + J) -^ c(-^^)"n + k.u -\- K,.fr' + K,. M» + . . -\ 
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Durch Vergleichung der Coefficienten von (u — iK^)-~"''~^ und 
(ti — iK')~"^'''^ erhalten wir die Gleichungen: 

4) c^^m(m + l)-^^y 

ei\ I/o a i \ i cnß.dnß 

Lassen sich nun zwei von einander verschiedene Werthe von A 
bestimmen, so muss der Coefficient von k gleich Null sein oder also 
es muss sein: 

6) ^3 = 2msnß, 

sodass die vorhin aufgestellten Gleichungen die Form annehmen: 

7) c^=2m^.cnß,dnßj 

8) r5 = — m(m — 1). 

Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsats: Alle Differentialgleichungen 2**' Ordnung, 
deren Integrale beide doppeltperiodische Functionen sind 
und zwar bei verschiedenen Werthen von A, müssen noth- 
wendiger Weise die Form haben: 

d^y dy 

wobei |?i und jjg die Werthe besitzen: 

|?i = 2mk^.snß .snu.sn(u + ß), 

JP2 = C3 + 2m^k^, cnß . dnß . snu . sn{u + ß) — m{m — 1) 1c^. sn^u. 

Etwas umständlicher ist der zweite Fall zu behandeln, in welchem 
die beiden Werthe von A einander gleich sind. Wir können dann 
diesen Werth gleich Null annehmen, sodass die Entwickelung von 

die Form annimmt: 

wobei die Grössen K aus den vorhin so bezeichneten entstehen, indem 
k = gesetzt wird. Durch Entwickelung um den Punkt u = iK' und 
durch Vergleichung der Coefficienten der beiden niedrigsten Potenzen 
von (w — iK') ergeben sich die Gleichungen: 

9) c^ = 7n(ni -\-l) — 



'2 

f 



10) c^= — mcisnß + 7n(^ 



snß 

cnß , dnß 
snß 
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Durch Vergleichung der Coefficienten der folgenden Potenzen er- 
giebt sich zunächst das Resultat; dass c^isnß eine der ganzen Zahlen 
2m — 1, 2m — 2, . . . 0, — 1, . . . sein muss. In der That, wir können 
diese Gleichungen als lineare mit den Unbekannten K^^ K^, ... ansehen. 
Aus denselben dürfen diese Grössen aber nicht eindeutig durch die in 
den Coefficienten der Differentialgleichung vorkommenden Grössen c 
bestimmt sein, da sich sonst nur ein Integral von der vorgeschriebenen 
Form ergeben würde. 

Nun ergiebt sich durch Vergleichung der Coefficienten von 



11) 



(m - - l)(m - 2)K, + {^^"^^^ + K • m)c. 



snß 
cnß.dnß , , - , -,. 



12) 



oder also: 

Durch diese Gleichung ist JBT, eindeutig durch die Coefficienten 
der Differentialgleichung bestimmt, es sei denn, dass: 

€2= (2m — l)snß 

ist. Als nächste Gleichung ergiebt sich: 

Aus ihr ist JE3 eindeutig durch K^ und die Grössen c bestimmt, 
es sei denn, dass: ^^ _ (2m - 2)snß 

ist. In ähnlicher Weise können wir weiter schliessen. Nehmen wir 
ganz allgemein den Coefficienten von «'■~*, so tritt als höchster Index 
der Grössen K der Index m -\- r auf. Die entsprechende Grösse K ist 
eindeutig durch die Grössen K mit niedrigerem Index und durch die 
in den Coefficienten der Differentialgleichung auftretenden Grössen be- 
stimmt, sobald Tg verschieden ist von (jn — r -\- l)snß. Daraus folgt 
das zu Beweisende unmittelbar, da im entgegengesetzten Falle die 
särtimtlichen Coefficienten eindeutig bestimmt wären. 

Wir behaupten aber weiter, dass — ^ eine der ganzen Zahlen 

2m — 1, 2m — 2,... 1 sein muss. Dazu denken wir uns alle Glieder 
unserer Differentialgleichung nach Potenzen von: 
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entwickelt^ insbesondere gesetzt: 

13) cp(f) = L, + L,(u + ß- iK' + 7^(« + /J - iK'y+ ■ ■ . 

Nehmen wir allgemein den Coefficienten von (u -\- ß — iK')'"'^, 
so tritt in der' entsprechenden Gleichung, die sich durch Coefficienten- 
vergleichung ergiebt, als höchster Index der Grössen L der Index r 
auf. Die Grösse Lr ist eindeutig durch die Grössen L mit niedrigerem 
Index und die in den Coefficienten der Differentialgleichung vor- 
kommenden Grössen bestimmt, wenn r^:s7tß verschieden ist von r— 1, 
wobei r die Werthe 1,2,... annehmen kann. Es muss also c^isnß 
einen der Werthe 0,1,2,... annehmen. Da wir den Werth 0, wie 
nicht weiter ausgeführt zu werden braucht, fortlassen können, so folgt 
unmittelbar die Richtigkeit des folgenden 

Lehrsataes: Alle Differentialgleichungen zweiterOrdnung 
mit den singulären Punkten !K^ und —ß + iK\ deren In- 
tegrale die vorgeschriebene Form haben, müssen noth- 
wendiger Weise die Form besitzen: 

!7-2 + K + c^^l''.snu,sn{u + ßi)\ ^J 
}^dir ' ^ ^ du 

Hierbei muss die Grösse c^isnß einen der Werthe: 

2w-l, 2m -2, ... 1 

bedeuten, ferner sind c^ und c^ aus den Gleichungen bestimmt: 

mcnßdnß 
snß 

^ ^ snß 

Endlich ist k = vorausgesetzt worden. 

Das Problem kann noch weiter reducirt werden. Dazu setzen wir: 

dann wird nach den Ausführungen des ersten Theiles: 
dIogtlf(i() cnßdnß 



Cj = — mc^snß + -- - fg, 



du snß 

d^^(u) 
du 



— k^. snß . snu . sn(;ii + ß), 



2 



\ sn^p/ 
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Wir denken uns nun allgemein die DiflFerentialgleichung vorgelegt: 

(Py , du 

777:2 + Pi A = yvt 



du 



du 



15) 
und setzen: 

16) y--js.riu), 

dann geht dieselbe über in: 



17) 
wobei gesetzt ist: 






+ P.f-^=..P., 



du 



18) 



p^^2m'^_^+p„ 



du 



P, = -m{m-l)(^ 



dl(Hfif{iC) 



)'- 






du ) '" ^(h) ""^^ du 

Fähren wir die gefundenen Werthe für die DiflFerentialquotienten 
von i>{ii) ein, so ergiebt sich: 

Pj = — im ( — ^' + A;*.s'w/3 . .sw</ . .sw(it + /3) j + f 1 , 

\ snrß/ 

(cnß.dnß , ,9 ^ / . a\\ 

I _../7 .^: _|_ ^2!^,^^ ^,,^^^ ^^^^^^ _l_ ^) i|)^ -|- pg. 



19) < 



+ w*l -"^ 



Nun denken wir uns die Coefficienten jjj und ^^ specialisirt. 

Wir setzen: p,^c^ + c^, k'.snii . sn(ti + /3), 

^2 = 03+^4. Ä^. snu . sn(u + ß) + c^- Ä*^. sn^ii, 

wobei Cg zunächst willkürlich angenommen werden kann. Dann folgt, 
dass Pj geschrieben werden kann: 

20) I\ = (/i + (/g . i*. .swM , sni^u + /3), 



^1 = ^1- 



2m,cnß .dnß 

snß 



P, ist jedenfalls eine doppeltperiodische Function mit den Unend- 
lichkeitspunkten n = iK'j H = — ß -{- i K\ die wir in die Form bringen 
können: 

21) P^ = d ^ + d ^,li\snu .Hn{u + ß) + c\,li\syi^{u + ß) + c\.k\sn^i(. 

D'u^ Bestimmung der Grössen c' erfolgt durch Fjntwickelunjjj um 
die Unendlichkeitspunkte. Wir erhalten die Resultat^^: 
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22) 



Cg -- Tj - - mc^ ,V.snß + mc^ 



cnß . dnß 

snß 



-'»<iä-i-'4 



sn^ß 



^4 = ^4 + ^'^ 



( fj . snß — Cg 



cn/5.rfw/J\ 
snß r 



^'' = '^+^"(•^-'^' + 0' 



4 = 0. 



Es geht die ursprüngliche Differentialgleichung also über in die 
Differentialgleichung: 

d^ z dz 

^ + [^1 + c'g . k^. snu sn (u + ß)] -— 



23) 



du^ ' ^^^ ' ^Jf"'-^ ^" ' ^^^ (Jfi 

= ;?[(/3+ d^.h^.snu.sn^u-i- ß) + c\.k^,sn^{H + /3)], 
deren beide Integrale die Form haben: 

vorausgesetzt, dass die Integrale der ursprünglichen Differentialgleich- 
ung die Form haben:' 






Wir wollen uns nun weiter in der Differentialgleichung für r ge 
setzt denken: 



dann geht dieselbe über in: 
( d^z 



u + ß^ Wi, 



25) 



+ Wi + ^'2 • ^^- ^*^^'i • •^'^^ X "~ ß)\ 



dz 



= z[c\+ c\.k^.snHi.sn{u^ — ß) + ^6 k^sn^u^], 
und ihre Integrale haben die Form: 



26) z = 

Nun ist: 






^'o(«v) »V«---*) /'*'o(«^-'») 






und ferner gilt bekanntlich die Beziehung: 

sodass der Ausdruck für z in die Form gebracht werden kann: 



27) 



e 



h»i 



n 



^^{v,+ ar-h) _^!!(!!1Z5 



%{^i) 



e ^o(«r-'') ; 



, , , cnß. dnß , ,g -'^TTi . ^v 

^1 = A + m ~~3~^ + «^ ^'>' P ^ ^''^«r • sw(«r — p). 



6'W/i 






^) «'■-J7^fe±r"^»--S 
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Setzen wir femer: ^i „ j. 

Ulf €*/■ Oy 

SO nehmen die Integrale die Form an: 

Setzen wir endlich an Stelle von /3: — /J, so haben wir eine 
Differentialgleichung derselben Form wie die ursprüngliche gefunden, 
deren Integrale gleichfalls die nämliche Form besitzen. Vermöge der 
angegebenen Formeln kann das Problem, die ursprüngliche Differential- 
gleichung zu integriren, auf das Problem zurückgeführt werden, die 
zuletzt gefundene Differentialgleichung zu integriren. Nun unterscheidet 
sich der Coefficient c^ von dem Coefficienten c\ dadurch, dass: 



snß snß 

ist. Nimmt unter solchen Umständen c^isnß den Werth 2m an, so 
wird d^isnß gleich Null. 

Die auf diesem Wege gefundene Differentialgleichung ist aber, von 
unwesentlichen Unterschieden abgesehen, die Lame 'sehe Differential- 
gleichung. Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsats: Alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 

welche den aufgestellten Bedingungen Genüge leisten und 

bei welchen c^=2msnß ist (Fall der ungleichen k) können 

durch Einführung neuer Veränderlichen auf die Lame'sche 

Differentialgleichung zurückgeführt werden. Ferner können 

die Fälle: 

^ =2m-l, 2w- 2, ...m + 1 



snß 
zurückgeführt werden auf die Fälle: 

^ = 1, 2, ... m — 1, 



snß 

sodass wir uns auf diese und den Fall c^^nisnß beschränken 
können. 

In Bezug auf diesen Satz werde vor allem auf die Arbeiten von 
Naetsch verwiesen. 

In unseren Differentialgleichungen bleiben nun noch zwei Con- 
stanten c^ und C3 unbestimmt. Es kann gezeigt werden, dass c^ eine 
Function von q sein muss. Es ergiebst sich das, wenn wir diejenige 
Gleichung für die Bestimmung der Grössen K nehmen, bei welcher 
der Coefficient des zu bestimmenden Gliedes gleich Null ist. Diese 
Gleichung ist eine lineare Beziehung zwischen den vorangehenden 
Grössen K. Setzen wir deren Werthe aus den vorangehenden Gleich- 
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ungen ein, so erhalten wir eine Beziehung zwischen c^ und c^. Es 
bleibt in den genannten Picard 'sehen Differentialgleichungen also nur 
eine Constante c^ völlig willkürlich. Damit ist die Theorie derselben, 
so weit es sich nicht um die wirkliche Auflösung handelt, völlig er- 
ledigt. 

§42. 

Auflösung der Fioard'sohen Differenüalgleiohuiigen zweiter Ordnung 
mit zwei Bingularen Punkten für den Fall m ==l. 

Ehe wir die allgemeine Picard'sche Differentialgleichung mit zwei 
singulären Punkten weiter behandeln, mögen die Fälle w = 1 und 
m = 2 besonders untersucht werden. Für m =-\ lautet die einzige in 
Betracht kommende Gleichung: 



1) 



d^y du 

-T^ + \c. + k^ . snß. snu . sn (u + ß)\ J^ 
dir . ^ ^ ^ ^^ du 



wobei zu setzen ist: 

^ snß ^"^ snß 

Um weitere Gleichungen zu erhalten, nehmen wir die Entwickel- 
ungen hinzu: ^ ^ j ^ ^ 7 ._ 22Jc^ + 7i* 

snu u 6 3.5! 

1 1 j. ^j.^' j.^' 



sn(u + ß) snß -1 ' -2 2 -33 



^ = 



K = 



y 



cnß .dnß 
sn^ß 

2 - (1 + h^)sn^ß 



sn^ß 
63 = L6 - (1 4- lc^)sn^ß] '^;^, 

snht tt« + 3 + 15 "" " ■•■ 



• • '} 



— 2A. == k^.sn'^a 7^ — ; 

— 3.^2 =" ^^- ^^^ ' ^'^^ • dna, 

Q . ,44 2(k'+l^) , i-22k'+7l^ 
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Es ergeben sich dann durch Vergleichung der Coefficienten der 
Potenzen von u die weiteren Gleichungen: 

3) ^1 = — Jc^ '"^nu , snß , sn(cc — ß), 

A\ 1 _ C4 .rnß.dnß 

Aus der letzten Gleichung ist die Constante c^ bestimmt und zwar 
wie es die allgemeine Theorie lehrt^ ausgedrückt durch die einzige 
willkürliehe Constante r^. 

Die Grösse a kann aus der Gleichung: 

5) S7ia,sn{a — /3) = C 

bestimmt werden, wobei C den Werth besitzt: 



6) 

Wir setzen dazu: 


C "' 


k*snß 
a = öj + ö, 


das heisst: 


et — /S = 0), — ö, 

r ß 

Oll - « 9 ' 


7) 





so nimmt die Gleichung die Form an: 

((sncOi.cw(».rfw(ö-ÄWö.^wfiii.f/wa}j)(snaii.cwoj.r/n(o+sw(a.rw(öi.c7wöi) 
8) 



I 



oder auch im Allgemeinen: 

Aus derselben ergeben sich zwei Werthe von Oi, die sich durch 

das Zeichen unterscheiden. Demgemäss erhalten wir auch zwei Werthe 

von «, nämlich: ß o 

«1+1^ und -Ö1 + -2, 

welche die beiden Integrale der vorgelegten Differentialgleichung be- 
stimmen. Fassen wir die Resultate zusammen, so ergiebt sich der 

Lehrsatz: Die einzige unter den angegebenen Beding- 
ungen in Betracht kommende Picard'sche Gleichung lautet: 

^ ^2 + ^1 + T^^^^ß .snu.sn{u + /3)] ^^ 

= y[^s + c^ .k^ . snu , sn(u + /3) + ä^.sw^m], 
wobei gesetzt ist: 
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C4 _ cnßdnß 

snß ^ snß 

_ 1 cnßdnß 

^8 ^ ».,2/1 "T ^4 



.SW-/3 ' * sn-ß 
Die beiden Integrale haben die Form: 

Die entsprechenden Werthe von u sind gleich: 

wobei G)j der Gleichung Genüge leistet: 

sn^cj. — sn^^ = — 70-^ ( 1 — k^sn^^ ■ .sw^o, ). 
^ 2 &^5n/3 \ 2 V 



§43. 

Auflösung der Picard'schen Differentialgleichungen sweiter Ordnung 
mit zwei singulären Punkten für den Fall m = 2. 

Wir nehmen jetzt den Fall m = 2. Die in Betracht kommenden 
Differentialgleichungen haben die Form: 

1) I ^^ + ^"^ + ^' ' *'• '''*^ • ''''^'* ^ ^^^ 2 

1 = //[(Tj + ^4 . ^^- -sww . sn(;u + /3) + Tg . A*. c>'u*a]- 

Entwickeln wir die rechte wie die linke Seite um den Punkt 
u = iK' herum, so ergeben sich durch Coefficientenvergleichung — 
wobei X ^ angenommen werden kann — zunächst die Gleichungen: 

2e« 



2) 



^ snß 

o j . o cnß.dnß 

^ snß 

<^^^\ , \ o cnßdnß ^ ,9 ^. .i^..i^ 
^(^•1 + ^2) = 2ci — ^^ 2c^.¥.snß + €^ + ^{\-\-r-), 



'khnß(ii^-^u^){i'^-2snß) = 2c^ + c^ \^ {pc^ + x^), 

wobei gesetzt ist: 

I x^-sn^a^, x^-^sn^ci^, 

\uy=^ sna^ . C7ia^ . dna^, u^ = sncc^ . cnag . dna^. 

Um alle in Betracht kommenden Grössen zu bestimmen, müsste 
noch eine weitere Gleichung hinzugenommen werden. Wir ziehen es 
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vor, an deren Stelle zwei Gleichungen zu wählen, von denen die eine 
dann unter Zuhülfenahme der soeben aufgestellten Gleichungen eine 
Folge der andern ist. Die beiden Gleichungen ergeben sich, wenn wir 
hinzunehmen, dass die Integrale der Differentialgleichung die Form 
haben sollen: 

4) , = ^dv + aMv+31 ,- (^ + 1^) ^ 

Setzen wir links und rechts v = — a^ und v = — a^, so ergeben 
sich die Gleichungen: 

5) ^1 + ^2 • ^*- ^'^^1 • '"^^C«! — ß) = ^ '- T*' 

•^1 '^i 



6) Cj + Tg . k^. sn(K^.sn((i^ — ß) = 2 -^ — - ^- 

An ihrer Stelle können wir schreiben: 

7) c^.k^.snß. H^ = S^.Ci + c^ .V.sn^u^,cnß ,dnß — 2t* -y? 

8) c^.k^.snß ,ii^ = *2.^i + c^ .k^.sn^a^.cnß ,dnß + 2u-~y 

wobei gesetzt ist: 

dr= l — k^. sn^ß . sn^Ur, r = l , 2, 

9) I rf = sn^a^ — sn^cc^ , 

u = u^ + ti^. 

Aus den letzten Gleichungen ergeben sich Wj und u^ als rationale 
Functionen der Grössen x und zwar wird: 



10) 



c^ . k^.sn^ß(c2 " ^snß) u^ = ^i . ^i (c^ . k^. snß ^) 

+ C2,k\cnß.dnß{c2.kKsncc.x',--2'^'^^!^^) 



und analog ergiebt sich der Werth von u^. 

Bis hierher gelten die Betrachtungen allgemein. Unsere Theorie 
lehrt nun, dass wir uns auf die drei Fälle: 

c^ = snßj r2 = 2snß, c^^Ssnß 

beschränken können, sie lehrt femer, dass wir den dritten Fall durch 
eine Substitution auf den ersten zurückfahren können. Wir wollen 
von dieser Zurückfuhrung hier absehen, da die Rechnung sich nur 
wenig modificirt, nachdem einmal die allgemeinen Formeln aufgestellt 
worden sind. 

Wir setzen erstens: ^ ^^a 
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Indem wir die rechte und die linke Seite von Gleichung 7) quadriren 
und den Factor ö^^ fortlassen, wozu wir im allgemeinen berechtigt 
sein werden, erhalten wir: 

1 1) f/^ A, + 4u .(1,B,- 4w^ tf, = 0, 

^1 — - Ci^+ .^w^«i(A^..s*n^/3 + c^^.k^.sn^ß — 2c^.k^.snß.cnß .dnß) 
— k^.an-ß.sn'^u^y 

B^ = e^ — k^. sn^cc^ (c^ . sn^ß — snß . cnß . dnß). 

Eine ganz analoge Gleichung würde sich durch Quadrirung aus 
der Gleichung 8) ergeben. Wir erhalten dieselbe, indem wir an Stelle 
von sw«i uns sna^ in der letzten Gleichung gesetzt denken und um- 
gekehrt, sodass wir erhalten: 

12) (P. A^ - 4w .d.B^- \uKd^ = 0, 

wobei die Werthe von A^ und B^ nicht hingeschrieben zu werden 
brauchen. 

Durch Subtraction und Fortlassung des Factors d ergiebt sich 

dann die Relation: 

13) d\ (\ + 4m. C; + ^i(r.¥.sn^ß = 0, 

wobei gesetzt ist: 

6\ — ¥.sn^ß + Cj . ¥, syi^ß — 2c^ . k^. snß . cnß . dnß. - k^.sn^ß . s^ , 

C\=2c, - s,,k'(r,.H7i'ß - snß, cnß. dnß) = 2c,+ ^iJ^Jll^, 

•Sj = X^ -j- ^Tg. 

Nun ist aber, wie aus den Bedingungsgleichungen unmittelbar folgt: 

C^ + uk^sn^ß^O, 
also folgt (?i = oder wir erhalten die Gleichung: 

14) k^.sn'^ß + c^^sn^ß — 2c^ . snß . cnß . dnß = ¥. s^ . sn^ß. 

Setzen wir den früher gefundenen Werth von Sy ein, so ergiebt 
sich für e?3 der Ausdruck: 

15) C3= 2ci^- 6ci "^''^'^'"^ + Wsn'ß - 4(1 + k'), 

^ * \ ^ snß r \ y 

Damit ist die noch fehlende Beziehung zwischen den Coefficienten 
abgeleitet. 

Führen wir nun die Gleichung 11) aus, so ergiebt sich für .<i 
die Relation: 

16) Pq . :r/ + 2h . t\^ + JP2 • ^1^ + Pi • '^\ + P4 =^- 0; 
wobei gesetzt ist: 

Po= — A:¥.sn^ß^ 

p^ = S¥,sn^ß.s^, 

p^ = - I3s,\k\sn^ß + Ss,.k\l + k^)sn^ß + 4c,^- Sk^.sn^ß, 

p^ - 9l\sy\sn''ß - Hh'(l + V)s,\sn^ß - 4c,\ s, + Sk\ sn^ ß , s,. 
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Dieser Gleichung leistet dann auch die Grösse iCg Genüge, die 
mit x^ durch die Gleichung: 

verbunden ist. Es zerfallen demgemäss die vier Wurzeln in zwei Paare : 
die durch die Gleichungen verbunden sind: 

^ iT" ^2"^^ ^2* 

und daher zu den beiden Integralen der DiflFerentialgleichung gehören. 
Es sind durch dieselben die Grössen o^ und a^y die zu den Integralen 
gehören, bis auf das Zeichen bestimmt. Das Zeichen selbst folgt aus 
den aufgestellten Gleichungen fiir u^ und u^^ sodass das Problem damit 
vollständig gelöst ist. 

An Stelle der Gleichung vierten Grades können wir auch zwei 
quadratische aufstellen, indem wir die quadratische Gleichung suchen, 
welcher die Grösse: « __ ^ /r 

Genüge leistet. Dieselbe erhalten wir, indem wir die rechten und 
linken Seiten der Gleichung 11) imd 12) addiren. 
Es ergiebt sich: 

ffo • V + «1 . «2 + fe -= 0; 



17) 



(?! == 9ii- Qo 



4 

2 



?8 



- - ^4^ + 2u\ sn^ß(2 - khn^ß . sj. 



g/= _ Uhn^ßll- (1+ *>! + k\ 5i»] 

- 4k^sn^ß{c^ .sn^ß - snß . cnß . dnß)ii. 

Es ergeben sich demnach zwei Werthe von s,. Die entsprechenden 
Grössen x^, oc^ sind aus den beiden Gleichungen zu berechnen: 

18) x^— s^x + «2 = 0. 

Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsats: Als erster Typus der in Frage stehenden 
Differentialgleichungen ergiebt sich die Gleichung: 

' d^ + [^1 + kKsnß.snu,sn{u + /J)]^ 

= y[c^ + c^li^, snu . $n{u + ß) + 4fc*. sw^m|, 
wobei gesetzt ist: 

Krause, Doppeltperiodische Functionen. II. |5 
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c, = 2e,' - Gc, ^^^ + AJchn'ß - 4(1+ F), 

c^= — 2c^snß + 2cnßdnß, 

Die beiden Integrale derselben lassen sich durch Auf- 
lösung einiger einfachen vorhin aufgestellten quadra- 
tischen Gleichungen wirklich berechnen. 
Wir nehmen jetzt zweitens: 

^2= 2snß, 

Gehen wir zu den Grundgleichungen zurück, so zeigt sich, dass 
aus der vierten derselben die Grösse u nicht bestimmt werden kann, 
sodass für s^ sich zwei lineare Gleichungen ergeben. Die Elimination 
von 6'j ergiebt dann die fehlende Coefficientenbeziehung und zwar nimmt 
dieselbe die Form an: 

19) C3 = - -^ (cnß . dnß + --) + 4Ä^ sn^ß - 4(1+ k^, 

Sfip \ Ca ' 

Das ganze Problem wäre gelöst, wenn es gelänge, für s^ eine qua- 
dratische Gleichung zu finden und überdies n rational durch s^ und s^ 
auszudrücken. 

Wir gehen dazu zu den beiden Gleichungen zurück: 

11) d^ 4l + 4w . rf . i?i - 4ii^ *i = 0, 

12) d^ A^ - iu .d.B^-AuKd^^O, 
Durch Subtraction erhalten wir die Gleichung: 

20) a^(n - 4*^ sn^ß . 5i) + 4M^ Ä^ sn^ß = 0, 
wenn wir unter D die Grösse verstehen: 

D «= 4Ä*. sn'^ß - 4:c^ . Jc\ snß . cnß . dnß + c^^, ¥, sn^ß. 

Ganz analog ergiebt sich durch Addition: 

21) d^ E - 4 w»(2 - Ä;^ sn^ß , s^) = 0, 
wobei gesetzt ist: 

E 2ci^ + Z) . 5i - 4Ä^. sn^ßis^^- 2s^) + 2k\ u,c^. snß. 

Eliminiren wir aus den gefundenen beiden Gleichungen die 
Grösse w*, so erhalten wir für u die Darstellung: 

22) 2k\c^.sn^ß.u =-• 2ci^khn^ß + 2{4sn^ßi*s^- D) - Sk^sn^ßs^. 

Wird dieser Werth in Gleichung 20) eingesetzt, so erhalten wir 
die gesuchte quadratische Gleichung mit der Unbekannten Sg. Unter 
solchen Umständen ergiebt sich der 

Lehrsatz: Als zweiter Typus der in Frage stehenden 
Differentialgleichungen ergiebt sich die Gleichung: 



^8 
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^ V^ + [Ci + 2k^.snß.S7iu.snCu + ß)] ^ 

= y[c^+ c^,k^.snH.S7i(u + ß) + 2P.SM^?fJ, 
wobei gesetzt ist: 

^ (cn/3 . dnß + -) + 4th^.sn'ß - 4(1 + F), 

^ftp Ca 

f4 = — 2Ci . sn/3 + 4:cnß . f/n/i. 

Die beiden Integrale lassen sich durch Auflösung 
einiger quadratischer Gleichungen wirklich bestimmen. 

Wir nehmen jetzt drittens an: 

^2 = Ssnß, 

Dann wird c^ gleich Null und wir erhalten die Constantenbeziehungen: 

23) ^3= - ^^A-^ + Cyk^.sn'ß - 4(1 + h% 

24) ^4 = - 2ci . snß + Qcnß . dnß^ 

wobei fj willkürlich bleibt Zu diesen Gleichungen treten die weiteren 
hinzu: 

f d^. A^ + 4 w .d.B^- 4ti^ S^ = 0, 

cP,A^— iu.d.B^ — 4w*. dg == 0, 



25) 



k^sn^ß .u = 2c^ -{ — ^ snß . s^. 



Subtrahiren wir die beiden vorletzten Gleichungen, so ergiebt sich 
nach Fortlassung des Factors d die Gleichung: 

26) d\T)^ - 9Ä*.sw2/J . s,) + 8«2.Ä«.5w«/3 = 0, 

wenn wir der Einfachheit halber setzen: 

A -= 9Ä*. sn*^ - 6ci . P. sn/3 . cnß . (/w/3 + q^ F.sw«^. 
Durch Addition ergiebt sich die Gleichung: 

27) rf^ E^ - \xi^{^-k^sn^ß . sj = 0, 
wobei gesetzt ist: 

£"1= - 2^1^+ Dl . *^i- 9 A^5n2/3 . 6^i*+18ik*. sw^/3.S2+ 2Ä^ sw/J.r4 .t/. 

Eliminiren wir aus den beiden durch Addition und Subtraction 
gewonnenen Gleichungen die Grösse ?*, so ergiebt sich: 

- kHn^ß{s^^- 4^2) = C'o . 5i + Q, 
C'o=Ä;Vil5w*/J-6P.q.sn/3.cn/3.dw/3+&«[6-8(l+P)5w2/J+9A».sw*/3], 

15* 
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Es wird hierdurch s^ in eindeutiger Weise bestimmt, sobald s^ 
gegeben ist. Da aber die Gleichung besteht: 

so folgt zu gleicher Zeit, dass cP eine lineare Function von s^ ist. 
Setzen wir diesen Werth in Gleichung 26) ein und erwägen, dass die 
Relation besteht: 

so geht unsere Gleichung in eine quadratische mit der unbekannten s^ 
über. Damit ist wieder alles gemacht und wir finden, dass die ge- 
stellte Aufgabe analog wie in den anderen Fällen auf die Auflösung 
einiger einfacher quadratischer Gleichungen reducirt werden kann. 
Somit ergiebt sich der 

LehrflatK: Als dritter Typus der in Frage stehenden 
Differentialgleichungen ergiebt sich die Gleichung: 

d^y dy 

7-^ + [^1+ 3Ä;*. snß.snu . sn{u + ß)] - = y[(^ + c^.k^. snu . sn(u + ß)\ 

wobei gesetzt ist: 

c, = - 2c, '-^^^^ + 6Ä«. sn'ß - 4(1 + Ä*), 

^4= — 2q.s«/3 + Gcnß.dnß. 

Die beiden Integrale lassen sich durch Auflösung 
einiger einfacher quadratischer Gleichungen wirklich be- 
stimmen. 

§44. 

Anderweite Lösiing desselben Problems. Auflösung der allgemeinen 
Fioard'sohen Differentialgleioliiingen sweiter Ordnung mit zwei 

singiil&ren Punkten. 

Die Auflösung der im vorigen Paragraphen entwickelten Diflferential- 
gleichungen ist so angestellt worden, dass zwei verschiedene Inte- 
grationsmethoden miteinander vermischt wurden. Wir wollen jetzt 
dasselbe Problem in einheitlicher Weise lösen, so zwar, dass die Ver- 
allgemeinerung auf den Fall eines beliebigen m unmittelbar klar ist. 
Dabei soll jetzt im Gegensatz zum vorigen Paragraphen das Haupt- 
gewicht auf die Methode gelegt werden, während die wirkliche Dar- 
stellung aller nothwendigen Grössen nicht noch einmal durchgeführt 
werden soll. 
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Dazu erinnern wir an die folgenden Resultate des ersten Bandes. 
Die Function: »,(« + «) -^' 

lässt sich um den Unendlichkeitspunkt herum in der Form darstellen: 
wobei die Grössen A jedenfalls geschrieben werden können: 



99-^9 — "' • ^? 

(7^ . ^ = Ä^ ii(y. x^+ bi^.x+ 627)? 

Dabei sind die Grössen a und b Constanten, ferner haben x und u 
die Bedeutung: 

1) x^sn^a, u = sna.cnu.dna. 

Die Grössen r/ sind positive ganze Zahlen und zwar wird: 

92 = 2, ^4=2.4, (7e-2.4.18, flr«^ 2 . 4 . 18 . 40, 

5^10=2.4.18.40.70 
etc. 

^3=: 3^ //5=3.10, (/7 = 3.10.28, (/9 = 3. 10. 28. 54, 

(/ii = 3 . 10 . 28 . 54 . 88 
etc. 

Ganz allgemein tritt bei g^r der Factor hinzu: 

(2r-l)(2r-2)-2, 
bei flfjr-fi dagegen der Factor: 

2r(2r~l)-2. 

Nun nehmen wir die Function: 

ii ^oW ' . . 

wobei das Product über a zu nehmen ist, und a der Reihe nach die 

Werthe a^, a^ .,. a^ annimmt. Die Entwickelung dieses Productes um 

den Unendlichkeitspunkt herum hat dann die Form: 

wobei nunmehr gesetzt ist: 



2) 
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Bis hierher gelten die Betrachtungen allgemein. Wir wollen nun 
zunächst specialisiren und m = 2 setzen. 

Vor der Behandlung dieses Falles erinnern wir noch an die un- 
mittelbar abzuleitenden Beziehungen: 

i ^ iCj . a^ == So Sä o, 

Die Grössen s sind die entsprechenden Potenzsummen. Im Falle 
in = 2 können wir uns nun, wie gezeigt, auf die beiden Fälle be- 
schränken: ^2= 2s W/3, c^ = snß. Wir nehmen: 

I. c^ == 2snß, 

Der Gesichtspunkt ist ein doppelter. Wir setzen erstens die Reihen- 
entwickelung 1 



.2 



(l + iTj-e^+iTg. £«+...) 



in die DiflFerentialgleichung ein, nachdem wir deren Coefficienten in der 
analogen Weise dargestellt haben. Es ist dann, wie früher gezeigt, 
K^ bestimmt, K^ unbestimmt, die höheren K drücken sich sämmtlich 
linear durch K^ aus. 

Andererseits haben wir aber für die Grössen K die soeben hin- 
geschriebenen Ausdrücke mit Hülfe der Productdarstellung der Integrale 
gefunden. Aus dem Ausdruck für K^ folgt die Bestimmung von s^. 
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Aus der zweiten Gleichung für ^3 drückt sich ^^u linear durch K^ 

aus und umgekehrt. Ersetzen wir also in den vorhin erwähnten 
Ausdrücken der höheren K die Grösse K^ durch 'V'w, so folgt, dass 

die sämmtlichen Grössen JE^, K^^ ... sich jedenfalls linear durch ^^u 
darstellen lassen. 

Betrachten wir die zweite Darstellung von A4, so drückt sich 
durch dieselbe K^ linear durch s^ aus und umgekehrt. Unter solchen 
Umständen giebt die erste Darstellung von K^ eine lineare Darstellung 
von ^2 durch ^w. Analog können wir mit Hülfe der zweiten Dar- 
stellung von JTg die Grösse ^^ti.x durch ^?« linear darstellen. Wäre 
demnach ^ti bekannt, so wären auch die Grössen ^x^ ^^^ ^ux 
bekannt, d.h. das Problem gelöst. Um nun schliesslich ^w zu be- 
stimmen, gehen wir zu K^ über. Einerseits drückt K^ sich linear 
durch ^^u aus, andererseits aber quadratisch. 

Es ergiebt sich das unmittelbar aus der Gleichung: 

In der That, in dem Glieder 

tritt das Product u^.u^ auf und dieses ist gegeben durch die Relation: 

2t*i . li^ = («1 + ii^y — u^^ — u^^. 

Es tritt also ( /^^M* ^^ diesem Gliede auf, während es in den 

andern Gliedern überhaupt nicht vorkommt. Die Vergleichung der beiden 
Ausdrücke für K^ ergiebt dann eine quadratische Gleichung mit der 

Unbekannten % M. Damit sind wir zu ähnlichen Resultaten wie im 

Torigen Paragraphen gelangt — jedenfalls ist das Problem als gelöst 

anzusehen. 

Wir nehmen zweitens: 

Tg = snß. 

Dann ist vermöge der Differentialgleichung K^ und K^ eindeutig 
bestimmt, K^ unbestimmt, die höheren K drücken sich linear durch 
Kj^ aus. Aus der zweiten Darstellung der Grössen K folgt dann die 
eindeutige Bestimmung von 6\ und y^/U, ferner, dass die Grössen 

ÄjjZg,... sich linear zunächst durch die Grösse s^ darstellen lassen. 
Nehmen wir die zweite Darstellung von Äg, so wird mit ihrer Hülfe 
^ Hx linear durch s^ ausgedrückt, sodass es jetzt sich nur noch darum 

bandelt, die Grösse s^ zu bestimmen. K^ ergiebt diese Bestimmung 
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nicht, ebensowenig JT^, wohl aber Kg und zwar giebt die Vergleichung 
der beiden Werthe von K^ eine quadratische Gleichung mit der Un- 
bekannten Sg. Dass dem so ist, zeigt der Ausdruck, den wir vorhin 
für ^8 aufgestellt haben: 

Auf der rechten Seite kommt s^ neben s^^ vor. Drücken wir s^ 
durch $2 aus, so zeigt sich, dass der Factor von Sg^ jedenfalls von Null 
verschieden sein muss. Damit erhalten wir wiederum Resultate, die 
denen des vorigen Paragraphen analog sind. Jedenfalls kann die In- 
tegration der Differentialgleichung als vollendet angesehen werden. 

Die soeben betrachtete Methode kann unmittelbar für ein be- 
liebiges m verallgemeinert werden. 

Zu betrachten sind die Werthe: 

Cg = hsnß, 

wobei h die Zahlen 1,2, ...m durchlaufen kann. Setzen wir dann 
die Reihenentwickelung: 

(|)'"(l + X,.a»+ir,.6»+- ••) 

in die Differentialgleichung ein und ziehen die früheren Schlüsse, so 
folgt die eindeutige Bestimmung der Grössen: 

Die Grösse ^2^_a + i bleibt unbestimmt, so zwar, dass die ent- 
sprechende Gleichung die Bestimmung von Cg liefert, die höheren K: 

drücken sich linear durch -ffsm— ä + i aus. Die Unbestimmtheit der 
Grösse ^2^ — A-f i kann durch die Differentialgleichung allein nicht ge- 
hoben werden, wohl aber durch die Bedingung, dass die Integrale 
doppeltperiodische Functionen sein müssen. Um dieses nachzuweisen, 
führen * wir wiederum die algebraische Gleichung ein, welcher die 
Grössen x Genüge leisten: 

3) (xf' + p^Tf"-^^ jp,„= 0. 

Die Grössen p sind bestimmt, wenn die Grössen s bestimmt sind 
und umgekehrt, sodass wir die einen durch die andern ersetzen können. 
Femer führen wir wiederum die Grössen: 

ein. Wir bringen nun die Grössen s und q in die Reihe: 

^i; %y hy 2i7 • • • 
und bezeichnen sie durch: 

Q^j Ps; Pd? p5j ••• 
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Wir stellen dann als erstes Problem die Aufgabe, die Grössen: 

zu bestimmen. ^8? ••• v m + i 

Nehmen wir dazu die zweite Ausdrucksweise der Grössen JST, so 
folgt, dass allgemein die Grösse Qr-\-i für r = l,2, ...2m in den 

Grössen: jr ir jr 

-'^y -"-8? • • • ""■'' 

gar nicht vorkommen kann, in den Grössen: 

Kr^lj JK^^2, . . . -Kir + l 

nur linear, in den Grössen: 

nur quadratisch etc. In diesem Umstand liegt die Lösung des 
Problems. 

In der That, vermöge der zweiten Darstellungsweise der Grössen 
K^, ,,. K^irn—h können wir dieselben derart ausdrücken durch 

Pa; P8? ••• ('am— A, 

dass die letzteren Grössen eindeutig bestimmt sind. Die zweite Dar- 
stellung von K^m—h^i drückt diesen Ausdruck linear durch pa^— a + i 
aus, sodass dieser Ausdruck zunächst unbestimmt bleibt. Die erste 
Darstellung der folgenden Grössen: 

-^2 m — A + 2 j -^2 m — A -f. 8 ; • • • 

drückt dann diese Grössen sämmtlich linear durch ^^m^A+i a.ls einzige 
Unbekannte aus, die zweite Darstellung derselben Grössen ermöglicht 
die Darstellung der Grössen: 

(>2m — A + 2, .•• (>2m + l 

durch die Unbekannte (Ja^— a+i- Also folgt, dass alle gesuchten 
Grössen sich in bekannter eindeutiger Weise durch eine einzige einst- 
weilen noch unbekannte Grösse (»am— a + i ausdrücken lassen. Die Be- 
stimmung der letzteren erfolgt nun analog wie im Falle w = 2 durch 
eine quadratische Gleichung, indem wir die beiden Darstellungen ent- 
sprechender höherer K mit einander vergleichen. Nehmen wir z. B. 
h = m, so ist Qm+i die unbestimmte Grösse. K2m-\-2 drückt sich ver- 
möge der Diflferentialgleichung linear durch Qm-^i aus, vermöge der 
Darstellung des Integrals in der Productform quadratisch durch Qm-^i, 
die Vergleichung beider Ausdrücke giebt dann eine quadratische 
Gleichung mit der Unbekannten Qm-\-i- Damit ist das gestellte Problem 
gelöst und analog können wir für .jeden weiteren Werth von h verfahren. 
Unter solchen Umständen ergiebt sich der 
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Lehrsatz: Die sämmtlichen Grössen 

drücken sich in eindeutiger Weise durch eine einzige 
unter ihnen aus, die ihrerseits einer quadratischen Gleich- 
ung Geniige leistet. 

Es ergeben sich also zwei algebraische Gleichungen: 

die zu den beiden doppeltperiodischen Integralen gehören. Aus ihnen 
sind die Grössen sn^ar demnach bestimmt und es wäre das ganze 
Problem gelöst, wenn es noch gelänge, die Vorzeichen der Grössen Ur 
zu bestimmen. 

Es geschieht das mit Hülfe der Grössen w, die auf folgendem 
Wege bestimmt werden können. 

Wir bilden die Grössen: 



5a) 



U. 













Um-l^^Ur{Xr"'-' + P,X/''-''+' ' -Pn^-l), 



die wir auch schreiben können: 

Uo = Qo, 



5b) 



f ^1 = </i + Pi • %, 

Un, — \ = q,„ — i + Pi • Qm — i + • • 'Pni—l ■ Qq- 



Dieselben können nach unseren letzten Darlegungen als bekannt 
angesehen werden. Wir können dann das Gleichungssystem auffassen 
als ein lineares mit den Unbekannten u^j «g,.../*,,,. Die Auflösung 
ergiebt die Werthe: 

Uo . Xr'"-^ + U, . Xr-"" + ■ ■ • Urn-l 



6) 



lir = 



n^r) 



sodass die Grössen Ur als bekannt angesehen werden können. 

Es ist übrigens nicht schwer, die Grössen u^ durch die Grössen p 
und Xr allein auszudrücken — abgesehen von den Goefficienten der 
Differentialgleichung. Wir deuten das nur kurz an und nehmen der 
Einfachheit halber c^ als ungerades Vielfaches von snß an. Setzen wir 
dann in der Differentialgleichung der Reihe nach: 
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w = — (iy u ^== — cc^j , . . u = — a,n 



^) 



SO ergiebt sich das folgende Gleichungssystem : 

tf r . Ci + C2k^(Xr . Cflß . dflß — Ur . SUß) 

In diesem Gleichungssystem ist gesetzt worden: 

dr = 1 — k^sn^ß . Xr. 
Wir können dasselbe auch schreiben: 

cnß.dnß\ r^ cnß.dnß c^.k^.f^nß .Ur 



( cnß.dnß \ 



+ 



sn^ß / ' dr sn^ß ör 

^ dr— 0^ Or — Öm^ 

Multipliciren wir die Gleichungen der Reihe nach mit 
und addiren, so erhalten wir: 



^Ur^-B 



h 



^ ( cnß,dnß\ . cnßdnß 

wobei die Grössen öi die l^^^ Potenzsummen dei- Grössen dr bedeuten, 
also unmittelbar durch die Grössen p darstellbar sind. Setzen wir an 
Stelle von l der Reihe nach 0, l,...m — 1, so stellt unser System 
ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten u^j w^, . . . w,« dar, 
aus welchem die letzteren nach bekannten Regeln bestimmt werden 
können. 

Damit sind wir am Ziele, die beiden doppeltperiodischen Inte- 
grale sind wirklich gefunden worden. Zu bemerken ist, dass wir uns 
hierbei die Integrale wiederum in der Productform dargestellt gedacht 
haben. Der üebergang zur Summendarstellung kann analog wie bei 
der Lame 'sehen Differentialgleichung vorgenommen werden. 



§45. 

Theorie der allgemeinen Fioard*sohen Differentialgleichung 

zweiter Ordnung. 

Wir gehen jetzt zu der Theorie der Picard'schen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung über, welche beliebig viele singulare 
Punkte haben. Den Punkt u = iK^ nehmen wir als wirklich sin- 
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gulären Punkt an, die übrigen als scheinbar singulare. Die Zahl der- 
selben sei gleich r. Die Betrachtung dieser allgemeinen Gleichung ist 
in vielen Punkten so analog der früher angestellten, dass wir sie ganz 
kurz fassen. 

Wir können die allgemeinste Picar dusche Differentialgleichung 
der genannten Art in die Form bringen: 

^i = Ci + F ^, C(+i . snßi . sn(ii + ßi)snu, 
1=1 

P2 = Cr^i+^,Cr+i+2'Snßi.sn(u-{-ßi)snu-hC2r-^3'Sn^u. 

Bilden wir die determinirenden Gleichungen für die singulären 
Punkte, nehmen hinzu, dass die Wurzeln aller dieser Gleichungen 
ganze Zahlen sein müssen, daneben die Wurzeln der determinirenden 
Gleichungen, die zu den Punkten u = — ßi+ iK' gehören, positive 
Zahlen incl. der Null, so folgt, dass die Grössen: 

^2? ^8? • • • ^r-f 1 

positive ganze Zahlen — incl. der Null — sein müssen, deren Summe 
kleiner oder gleich 2 m ist, wenn die Annahme gemacht ist, dass die 
Integrale die Form haben: 

2) -^^^) e M<^r) 

Wir können in gewissen Fällen das Problem noch weiter reduciren. 
Wir setzen dazu: 

3) y = s. Viu), 

4) ^(„) =. .oL_ii , ,.(^,., 

so geht die Differentialgleichung über in: 

wobei die Beziehung stattfindet: 

6) Pi = -2»»(^^*^l:^ + Ä«SMft.s«it.s«(u + /Ji)) +i>, 

und Pg ähnlich darzustellen ist. Die Darstellung von P^ kann ge- 
schrieben werden: 
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Pi = c. ^ — + fe — 2m)k^,snß. . smi . snCu + ßi) 

snßi 



J=r« 



+ ^Ci^i.1c^.snu.snßi.sn(u + ßi). 



i = 2 



Denken wir uns in diesem Ausdruck an Stelle von ii einj;efiihrt: 

so nimmt derselbe die Form an: 

1^1 = ^1 ~" ^2 • **• -^^ßi ' ^**(^i — ßl) ^WMi 
+ Vci+i . k^. sn(i4i - /Ji) snßi . sn{u^ + /J/ - ßi)y 

j 2m.cnß.,dnß. , , ^ 

snpi 

Wir können die rechte Seite aber auch in die Form bringen: 

C^ — Cg . Ä^. sw/Ji . swMi . sn(u^ — /Sj) 

r 

+ ^ C/^.! . Ä*. snwj . sn(^, — /Ji) sn(wi + ßt— ft). 

Entwickeln wir um den Bunkt: 
so folgt: 1 r p-i 7 

8) Ci^i^ci+i] 

entwickeln wir um den Punkt: 

so folgt: 11-17 



9) 



r r 



VG+i= 2m- fg. 
1 



In ähnlicher Weise kann mit den andern scheinbar singulären 
Punkten verfahren werden. 

Ist daher eine der Grössen c^jCg, ..Cr, c^+i grösser als w in der 
ursprünglichen Differentialgleichung, so können wir die letztere auf eine 
andere reduciren, bei welcher 

gleich oder kleiner als m ist. Alle derartigen Differentialgleichungen 
können dann analog wie die im vorigen Paragraphen behandelten auf- 
gelöst werden. Schwierigkeiten in der Auflösung treten also nur in 
denjenigen Fällen auf, in welchen die Grössen c kleiner als m sind. 
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ihre Summe dagegen grösser als m. Es möge auf dieselben nicht ein- 
gegangen werden. Hierbei ist vorausgesetzt, dass die Integrale ge- 
gebrochene transcendente Functionen sind. Die Bedingungen sind nach 
dem früheren leicht aufzustellen — es bleibt nur eine Constante will- 
kürlich. 

Endlich möge Folgendes bemerkt werden. Wir haben angenommen^ 
dass die Integrale ihren Unendlichkeitspunkt beide von derselben Ord- 
nung haben. Der Fall, dass die Ordnungszahlen von einander ver- 
schieden sind, ist zwar von grossem Interesse, fühi-t aber zu keinen 
principiell neuen Resultaten und soll hier nicht besonders behandelt 
werden. 

§46. 

Integration der Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit drei singolären Punkten für den Fall m = l. 

Ehe wir zu den Differentialgleichungen dritter Ordnung übergehen^ 
wollen wir noch ein Beispiel für die im vorigen Paragraphen be- 
handelten allgemeineren Differentialgleichungen bringen, indem wir drei 
singulare Punkte voraussetzen, femer }n = 1 nehmen. Die in Frage 
stehenden Differentialgleichungen lauten' dann: 



1) 



rf«' 



+ [q + fj . Ä*. snßi . snu . sn(u + /Sj) 

+ c^ ,k^ , snß2 , snu . sn{u + ß^)]-^ = y.Pi, 

OL U 



{ 



+ Cfj .k^. stiß^ . smi . sn{ii -f ß^). 
Es fragt sich, wann haben die beiden Integrale derselben die Form 



2) ^(^u) = -^~.-^e ^.(a) . 

Aus den Betrachtungen des vorigen Paragraphen folgt dann, dass 
wir nur dann zu neuen Resultaten kommen können, wenn: 

3) Cg = Ca = 1 

gesetzt wird. Diese Annahme machen wir. Es folgt dann unmittelbar: 

4) ^5= 2-^2-^8=0. 
Setzen wir: 

5) j/ = e^«.0, 

so leistet der Differentialgleichung Genüge: 
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6) 



i cPz 
^—2 + [c'i + t^. snß^.snu . sn{u + ß^) 

dz 



p\ = c\ + c\ . k^. snß^ . sn{u + ß^) + r\ . i*. sw/Sg . 5w(?( + /^g), 
wolei gesetzt ist: 



"?) c\ = r,+ 2;, 






A . C ij — c -^ A . 



Ueber A verfügen wir so, dass c^ der Null gleich wird. 
Entwickeln wir um den Punkt n = iK' und vergleichen die Coefti- 
cienten von f""^ und 6~^, so erhalten wir die beiden Gleichungen: 



«) 



enß^ .dnßi cnß^ . rfw^g 
snßi snß^ 



6 



Cj = 0. 



9) 



1 



+ 



1 



sn^ß^ ' sn^ß^ 



+ fc^. sn^a — 1 ~ Ä- = — v\ 



e\ . 6'n/3i . dnß^ c\ . enß^ . dnß^ 
snß^ snß^ 



Die Entwicklung um die Punkte 

H - - /Ji + iK', u = - /3g + / J5:' 

ergiebt zunächst durch Vergleichung der Coefficienten von 6~^ die beiden 
Gleichungen: 

10) snßi.CQ= cnß^.dnß^ + k^,sn^ß^.sna,sn{a — /3J, 

11) snß^.c\ = enß^.dnß^+ l^ . sn^ ß^ ,sntt , sn{a — ß^). 

Vergleichen wir die constanten Glieder, so folgt: 

CCß - Cj)snß^ 



12) 



6 



13) 



Q = 



C4 = 



'2 



snß^.sn(ß^ — ßj 
(cT-c^)snßj^ 



' ^' snß^,sn{ß^-ß,) 
Die beiden Gleichungen sind nicht unabhängig von einander, die 



eine folgt mit Hülfe der Gleichung: 

cnß^ . dnß^ cnß^ . dnß. 



+ 



snß^ 



-Ca+C, 



snß^ 
aus der andern. 

Hieraus ergiebt sich: 

SMft \* 1 



14) 



15) (c, + 



1 



^) 



s» jtfj . s«(/Jj - /3i) / s«»(/J, - ft) 



-c, = 0, 



c^=0. 
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Damit sind alle Constanten durch eine unter ihnen ^ durch die 
Grösse c^ bestimmt und zu gleicher Zeit die hinreichenden und noth- 
wendigen Bedingungen dafür aufgestellt , dass die DifiPerentialgleichung 
zwei Lösungen der vorgeschriebenen Form besitzt. 

Es hat nun keine Schwierigkeit, die beiden Integrale zu finden. 
Dazu müssen die Grössen l und a bestimmt werden. Aus den auf- 
gestellten Gleichungen folgt: 

16) —2k = k^. snß^ .sna. sn{a — ß^) + k^. snß^ .sna. sn(a — ß^), 

so dass l bestimmt ist, sobald a gefunden ist. 
Femer folgt: 

cnß^ . dnßi cnß^ . dnß^ 

17) 5n/3i snßi 

+ k^[s7iß^ ,sna.sn{a — ß^)—snß2 . sna , sn{a— ß^)] = c^ — c^. 
Wir setzen nun: 



18) 



{ 



« — Pi — A = « ö— • 



Dann nimmt der Factor von k^ in unserer Gleichung die Form an 
sn{ß, - ß,)sn (co - ^) sn{.> + ^-^-')n, 

N^l-k\8nß,,snß,.m(w-^^^)sn(m+^-'-'^^ 
Erwägen wir die Beziehung: 

sn(;v + iv)sn{v — tv) = 



sn^v — sn^w 



und setzen: 



1 — k^sn^v.sn^w 
ß, + ß, = 2ß\, ß,-ß, = 2ß'„ 

so wird der Ausdruck: 

- , sn*co — sn*ß\ „ 

(sn*/3'i - sn*ß\){sn^a-sn*ß'i) 



N^l-k? 



(1 - P. sn^a. sn^ß'i){l - k\sn^ß\ . sw*/3'g) 
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Ebenso einfach folgt: 

cnß^dnß^ cnß^dnß^ (l-k^sn^ß\)(l-k^sn^ß\)sn2ß\ 



* 


»+'^+^ 


«* - 


-»+^'+*. 



snßj^ snß^ {l~k^sn^ß\sn^ß\){sn^ß\-sn^ß'^) 

Unter solchen Umständen erhalten wir för sn^a) die Gleichung: 

. sn^ß'i(l-khn^ß'^) l-k^.sn^cD.sn^ß', _ 

^ 8n^ß\-sn'ß', l~-k\sn^(D.sn^ß',~^'' ^'' 

Damit sind wir vollkommen am Ziel. Aus der Gleichung^ die wir 
soeben aufgestellt haben ^ ergiebt sich sn^ca in eindeutiger Weise, also 
erhalten wir zwei Werthe von w, die sich durch das Vorzeichen von ein- 
ander unterscheiden. Die entsprechenden Werthe von « lauten: 



20) 



sodass c^ und a^ bestimmt sind. Also ergiebt sich der 

Lehrsatz: Als Typus der in der Ueberschrift charakteri- 
sirten Gleichungen können wir die Differentialgleichung 
ansehen: 

cPu dtj 

-j-— + [k^snßisnusn(ii + ßj)+ k^snß^snusn{u + ß^)] —^ = yi\, 

(t 'li et w 

Pi = ^4 + ^6 k^s^ßt i» WM sn(u + ßi) + c, k^snß^ snu sn(u + /Jg), 
wobei C4 willkürlich ist und c^ und c^ in einfacher Weise 
von 6*4 abhängen. Die beiden Integrale können nach ein- 
fachen Regeln bestimmt werden. 

§ 47.») 

XTnteTBUOhiing aUer Bifferentialgleiohuiigen dritter Ordnung, 

deren Coeffieienten einen singulären Punkt besitzen. 

Wir wenden uns nunmehr zu der Theorie der DiflFerentialgleich- 
ungen dritter Ordnung, bemerken aber, dass dieselbe nicht so aus- 
führlich behandelt werden soll, wie die Theorie der DiflFerentialgleich- 
ungen zweiter Ordnung. 

Wir nehmen zuerst diejenigen Differentialgleichungen, deren Coeffi- 
cienten einen singulären Punkt besitzen und zwar den Punkt w = iK'y 
wir nehmen ferner an, dass die Integrale die Form haben: 

so zwar, dass der Unendlichkeitspunkt bei ihnen von der Ordnungs- 
zahl m ist. 

Krause, Doppeltporiodische Functionen. TL. 16 
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Die in Frage stehenden Differentialgleichungen können dann alle 
in die Form gebracht werden: 



2) 



-t\ + (^1 + ^9 • h^'Sn^u) -^ 
dw ^ ^ ^ an 



= f/(6'3 + Q . k^.sn^u + fj . k^. snu . cnii . dnu). 

Wir setzen wie früher: 

3) y = z€^^, 

so leistet z der Gleichung Genüge: 

4) LS + ^^ ^Ä + (^'' + '"'« • **• *"*") ^e 

[ = z(c\ + c\ Ä*. sn^u + c'g . &*. snu .cnu. dn ii), 
wobei gesetzt ist: 

^2 "^ ^? 

^ 4 = C4 — A Cg , 



^ 5 ~" ^5- 



Die Bedingungsgleichungen, welche die hinreichenden und notb- 
wendigen Bedingungen für die Auflösung des Problems, sowie die Auf- 
lösung selbst ergeben, erhalten wir, indem wir beide Seiten der 
Differentialgleichung nach Potenzen von u — iK* entwickeln und die 
Coefficienten gleich hoher Potenzen bis zu einer bestimmten Potenz 
einander gleich setzen. 

Die Vergleichung der Coefficienten der beiden niedrigsten Potenzen 
ergiebt die Gleichungen: 

5) ^5 = m{m + l)(w + 2) + mc^, 

6) 3 yn{m + 1) A = c^ — c^ A. 

Wir haben nun die Fälle zu unterscheiden, ob die drei Werthe 
von A, die zu den drei Integralen gehören, einander gleich sind oder 
nicht. Im letzteren Falle muss der Coefficient von A auf der linken 
Seite der letzten Gleichung gleich dem Coefficienten von A auf der 
rechten Seite sein, oder also es folgt: 

^ = — 3m(w + 1), 

C4=»0, 

^5= — 2m(m^— 1). 

Somit erhalten wir den 

LehrBatz: Alle Differentialgleichungen dritter Ordnung, 
deren Coefficienten nur einen singulären Punkt haben. 



7) 
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während die Integrale die angegebene Form besitzen^ lauten 
bei ungleichen Werthen von k: 

^ + K - 3yw(m + l)k\i>n'u\ ^ 
dir ^ ^ ' du 

= y[c^ — 2ni{m^ — 1) k^. snu . cnii . dnu\. 

Der Fall der gleichen A ist analog wie früher zu behandeln, sodass 
wir uns kürzer fassen können. 

Die Vergleichung der Coefficienten der drei folgenden Potenzen 
ergiebt die Gleichungen 8): 

- 2{^m'^+ 6',)J5:,+ m(q + 3A^) + ^^±^ c, == 0, 
3(3wi2 - 3m + 2 + c^)K^ = c\- 3A(m-2)0>^ -1) + c\ (^^ + K^y 

a^ = c\ - 3A(m - 3) (m - 2), 

In ähnlicher Weise geht es weiter. Jede folgende Gleichung be- 
stimmt eine weitere der Grössen K und zwar wird der Factor des 
allgemeinen. Gliedes: 

Q + m)fe+ ?'- Ini + m*- 3(; - m) + 2J. 
Schliessen wir genau so wie in den früheren Paragraphen, so 
folgt der 

Lehrsatz: Alle Differentialgleichungen dritter Ordnung, 
deren Coefficienten einen singulären Punkt, den Punkt 
a = iK' besitzen, während die Integrale die vorgeschriebene 
Form besitzen, lauten: 

^2 = ^3+ 6*4 . /c^. sn^u + (?5 . Ä^. suii . cw w . dnn. 

Dabei bestehen die Beziehungen: 

c^=-l^j^lm- m^+ 3(/ - m) - 2, 

C5 = m (m + 1) (w + 2) + ?/i C2, 

[C3+ 3m(w + 1)]A«=C4, 

wobei / die Werthe annehmen kann: — m + 2, — 7W + 3, . . . 0, 1 , . . . w, 

•i A i, wi + 3 
mit Ausnahme von — 

16* 
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Die Zahl der in Betracht kommenden Werthe von l kann noch 
verringert werden — indessen ist das unwesentlich. Die aufgestellten 
Bedingungen sind nothwendige. 

§48. 

Untersuchung des Falles m = 1. 

Wir nehmen jetzt zunächst den Fall m = 1. Für denselben er- 
halten wir durch Specialisirung der Formeln des vorigen Paragraphen 
als hinreichende und nothwendige Bedingungen die Gleichungen: 

2) 6k = c^-(^A, 

3) 2(S + e,)K,^c,+ 3k'+^^c,, 

4) (6 + 3(^)K,^c,-X'- kc, + ^^^(c,-c,k) + {c,-(^X)K^, 

wobei gesetzt ist: 

^ Tc^sn^a , 1 + ik« 
^' 2~ + ~6~' 

^ 1c^sna,cna.dna 
^ 3 

Für den Fall der gleichen Werthe von A ergiebt sich vermöge der 
Betrachtungen des vorigen Paragraphen der einzige Werth f^ = — 3, 
mithin werden die Gleichungen: 

t^ = — 3, 

C4=3A, 

k\u = Cg - 3kHx + 2l^+ 2(1 + k^)L 

In der letzten Formel ist wie früher gesetzt worden: 

X = sn^a, ti « sna , cna . dna. 

Diese Resultate sind zuerst von Mittag-Leffler aufgestellt worden. 
Wir erhalten den 

Lehrsatz: Als erster möglicher Typus ergiebt sich die 
Differentialgleichung: 

-z-^ + (c'i — ^k^sn^u) -p = y{c^ + c^Jc^sn^u + 3Ä^. snu , cnu . dnu). 

In derselben sind die beiden Gonstanten r, und c^ will- 
kürlich^ c^j ky a aus den vorhin aufgestellten Gleichungen 
bestimmt. 
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Aehnlich ist der Fall der von einander verschiedenen Werthe 
von A zu erledigen. Es ergeben sich fdr denselben die Gleichungen: 

3(K*-k^x) + q - (1 + Ä:^ = 0, 

Uhi -c^+ k^+ X[c, + U^x - 3(1 + Ic^)] = 0. 

Die Elimination von k zw^ischen diesen Gleichungen ergiebt: 

5) Mx + N— 8c^k^u — Cj = 0, 

wobei gesetzt ist: 

M = 16Ä^[3A»c» - 2(1 + F) c + 1], 

N = 16k*c\l + P-2Pc^), 

c, = 4(l + t*)-6Ä;«c. 

Damit sind wir, wie nicht näher ausgeführt zu werden braucht, 
am Ziele. Die Resultate sind zuerst von Picard aufgestellt worden. 
Wir erhalten den 

Lehrsatz: Als zweiter möglicher Typus ergiebt sich die 
Differentialgleichung: , 

^ + (q-6*W«)g-ya,. 

q und c^ sind willkürlich, die Integrale ergeben sich aus 
den vorhin aufgestellten Gleichungen. 

§49. 

Untersuchung des Falles m » 2 für gleiche Werthe von k. 

Im Falle m =^ 2 gestalten sich die im vorigen Paragraphen auf- 
gestellten Gleichungen folgendermassen : 

1) C6=24 + 2r„ 

2) ISX = c^-c^k, 

3) (12 + c^)k% + 2c, + 6A« - 8(1 + k^) ^ 0, 

4) - (8 + c^)k^u = r^ - A» - Aq + 12A(1 + F) - dls^k^ 

5) (6 + c^)k\x, - x^y - 12>lt* = 0. 

Die beiden Gleichungen 3) und 5) können auch durch zwei andere 
ersetzt werden, die wir erhalten, wenn wir u = — a,, u = — a^ setzen, 
durch die Gleichungen nämüch: 

6) 3k\ - 4(1 + k^ + Ci + (6 + Ci)k\ + 3 A* + 6 A<; = 0, 

7) U\ - 4(1 + Ä») + Ci + (6 + e,)k% +3l*-6Xg== 0, 

_ «<i + M, 

Xn ■""" 2/1 
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Setzen wir gleiche Werthe von A voraus, so sind nach unserem 
allgemeinen Lehrsatz nur drei Werthe von Cg möglich, nämlich die 
Werthe: _ q^ „ g, -12. 

Wir nehmen zunächst den Fall: 

Cg = - 6. 
In ihm nehmen die Gleichungen 1) his 5) die Gestalt an: 

^ = -6, c, = 12A, c,^l2, 

6k\+2c^+ 6A2- 8(1 + k^) == 0, 

- 2khi = c, - A» - kc^ + 12A(1 + k^) - 9ks^k^, 

Am = 0. 
Die letzte Gleichung zeigt, dass zwei Unterfälle möglich sind. 
Entweder kann sein: ^ , ^^ ^ q 

oder aber A = 0. Wir nehmen zunächst den ersten Fall. In ihm 
nimmt die vorletzte Gleichung die Gestalt an: 

= Cj - A» - Aci + 12 A(l + Ä*) - 9 A5i . Ä* 

und es ergiebt die Elimination von s^ aus ihr und der vorangehenden 
die Coefficientenbeziehung: 

Wir können demnach die Coefficienten q und c^ als willkürlich 
ansehen. Die Gleichung: 

Wl + ^2 = 

ergiebt die weitere: u^—iu^=0 

oder auch: 

9) (*i -■i-i)[l - (1 + Ä*)«, + }c\s,* - x,x,)] = 0. 

Als erste Lösung erhalten wir: 

''' ^2 2 Ük^ 

Es ist also x^ und x^ eindeutig bestimmt, die dazu gehörenden 
Argumente dagegen doppeldeutig. Nennen wir einen der zu ^^ ge- 
hörenden Werthe cc^, so ist der andere — a^ und das dazu gehörende 
Integral lautet, wenn wir Thetafünctionen einführen: 

Die beiden andern Integrale ergeben sich mit Hülfe einer quadra- 
tischen Gleichung. In der That, s^ ist eindeutig bestimmt, x^.x^ auch, 
also sind x^ und X2 aus einer quadratischen Gleichuiiff bestimmt. Wir 
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wollen die beiden zu x^ gehörenden Argumente durch a\ und — a\ 
bezeichnen, so sind die entsprechenden Argumente yon x^ eindeutig 
bestimmt. Bezeichnen wir sie durch a'^ und — o'j, so lauten die 
beiden noch fehlenden Integrale: 

Vöö ^^ 

Damit ist Alles gemacht und wir finden den 

Lehrsatz: Als erster möglicher Typus ergiebt sich die 
Differentialgleichung: 

/), == C3+ c^.k^.sn^H + 12k^.snu,cnu .dnu, 
wobei die Relationen stattfinden: 

Ci und C4 bleiben willkürlich. 

Wir nehmen jetzt zweitens an, dass A = sei. Dann erhalten 
die fundamentalen Gleichungen die Form: 

6fc2sj+2ci-8(l + Ä0 = O, 

8 f 

^* "" ~ '2F ^ ^»^ 

wie wir es der Einfachheit wegen bezeichnen wollen. Die vorletzte 
Gleichung bestimmt s^ eindeutig. Die letzte Gleichung wird am ein- 
fachsten behandelt, wenn wir eine neue Veränderliche y durch die 
Gleichungen einführen: 



10) 



*1 1 

^1 = 7 + y. 



«1 



^ = -f - y- 



Es folgen dann die Relationen: 

11) «^2^ fM + ^'(s,)y + ip"{s,)tf+ kh/, 

12) «,*= 5^ - 'P'(s,)y + fp"(s,)f-¥f, 
wobei gesetzt ist: 
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s 2 h^Q s 



mithin ergiebt sich aus der Gleichung: 

u^ = — tij + c'j 
durch Quadriren: 

13) 2y[ip\s,) + khj^ =V3«- 2c',, u,. 

Diese Gleichung drückt ii^ eindeutig durch y oder, was dasselbe 
sagt, durch x^ und x^ aus — von dem Falle c\ « sehen wir ab. Eine 
analoge Gleichung kann für u^ gefunden werden. Durch nochmaliges 
Quadriren ergiebt sich die Gleichung: 

U) c-a* + 4f[if'(s,) + k'y']' = 2d,'[q>(s,) + 2<p"(s,)y']. 

Es ist dies eine cubische Gleichung mit der Unbekannten y^ Wir 
erhalten also drei Werthsysteme: 

±t/, ±y\ ±y". 

Diesen drei Systemen entsprechen dann drei Systeme: 

X^ , X^ y 

in eindeutiger Weise, mithin auch vermöge der vorhin gemachten Be- 
merkungen über die Grössen ii drei Systeme: 

«1 ^ «2 , 

das heisst, das Problem ist vollkommen gelöst. Unter solchen Um- 
standen finden wir den 

LehreatB: Als zweiter möglicher Typus ergiebt sich 
die Differentialgleichung: 

-j^ + (q — Gk^an^u)-^ «= y(^s+ \2Jc^.^nucnudnu), 

wobei c^ und Cj, willkürliche Constanten bedeuten. 

Wir nehmen nunmehr den weiteren Fall c^ = — S, In ihm ge- 
stalten sich die Gleichungen folgendermassen: 

^5=8, C4=10A, 

4fc^c^ + 2^1 + 6 A» - 8 (1 + k') = 0, 

Cj- A»- Aq + 12A(1 -f P) - 9A5ifc«= 0, 

k\x^-x^y + 6A(wi + u^) = 0. 

Die beiden vorletzten Gleichungen ergeben durch Elimination von 
Si die Relation: 
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15) 2(?3 + 25A» +7c,X-12X- 12A(l + k^) « 0, . 

sodass wir die beiden Gonstanten q und c^ als willkürlich annehmen 
können. Der letzten Gleichung unseres Systemes wird nun zunächst 
Genüge geleistet, wenn wir A = 0, Xi = X2 setzen, s^ ist eindeutig be- 
stimmt, also x^ auch, also das zu ihm gehörende Argument bis auf 
das Vorzeichen. Bezeichnen wir es durch ± a, so haben die drei 
Integrale, von dem bekannten Exponentialfactor abgesehen, die Form; 

»i (t7 + a)^i(y + a) 
d-^(v - a)#j(t? — a) 
»t(f + o)»t(t'- g) 

sodass auch in diesem Falle das Problem gelöst ist. Wir erhalten den 

Lehrsats: Als dritter möglicher Typus ergiebt sich die 
Differentialgleichung: 

yl + (q — Sk^sn^ti) -^ = y . SP&w u cn u dn ii, 

in welcher c^ willkürlich ist. 

Im allgemeinen Falle können wir nun genau so operiren, wie im 
zweiten Falle, wir brauchen uns nur an Stelle von c\ gesetzt zu denken: 

- k^x, - x ^y _ UY 

6A " 6A ■ 

Wir erhalten dann unter Forthebung des Factors y^ — wozu wir 
berechtigt sind — die Gleichung: 

Es ist das eine cubische Gleichung mit der Unbekannten 3/*, bei 
welcher wir genau dieselben Schlüsse wie früher ziehen können. Unter 
solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsatz: Als vierter möglicher Typus ergiebt sich die 
Differentialgleichung: 

— ^ + (^1 — Sk^sn^u)-^ = y{c^ + c^ . k^bfi^u + ^k^sn u cn u dnu). 

In derselben ist q und ^4 willkürlich, während Cg aus der Gleich- 
ung bestimmt ist: 

2C3+ 25A»+ Tq. A - 12A(1 -f Ä*) = 0. 
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Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass der dritte Fall 
auch als specieller des vierten aufgefasst werden kann. Er ist besonders 
hervorgehoben worden, weil in ihm die allgemeinen Betrachtungen sich 
modificiren. 

Wir kommen nunmehr zu d^m Falle c^ = — 12. In ihm gestalten 
sich die Bedingungen folgendermassen: 

<i'=^-A»-Ar, + 12A(l+A^), 

Die Gleichungen erfordern wiederum eine besondere Discussion, 
wenn A = ist. In diesem Falle ist: 

^1 = ^2, q = 4(l+t*), ^4=0, 



woraus durch Quadriren folgt: 



" = 4Ä"«' 



_ _ ^ 

?<1 — ^2 — gp 



Es sind die Argumente, die zu jr^ und .Tg gehören, also einander 
gleich. Durch nochmaliges Quadriren erhalten wir eine cubische 
Gleichung, die das Problem löst. Es ergiebt sich demnach der 

Lehrsatz: Als fünfter möglicher Typus ergiebt sich die 
Differentialgleichung: 

^y + 14(1 + fc») - l2V-snhi,)] ^-yc,, 

in welcher ^g eine willkürliche Constante bedeutet. 

Im allgemeinen Falle müssen wir anders verfahren Die letzte 
unserer Bedingungsgleichungen können wir schreiben: 

2äY+Aw = 0. 

Die Elimination von u aus ihr und der vorhergehenden ergiebt 
die Beziehung: 

17) 8k^y^ + k((^; - 9ks^ . fe«) = 0. 

Diese Gleichung drückt y^ linear durch s^ aus und umgekehrt. 

Mit der Gleichung: 2kY+ ^u = 

verfahren wir nun analog, wie im zweiten Falle, wir haben nur an 
Stelle von d^ zu setzen: _ ojfcz-yS 
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Nach Fortheben des Factors y^ ergiebt sich die Relation: 
18) i^ + [,p'(s,) + kh/1'- ^Msi) + 2ip"(s,)f/]. 

Nun können wir aber nicht so schliessen, wie in den früheren 
Fallen, da s^ nicht mehr eindeutig durch die Coefficienten bestimmt 
ist, wir müssen vielmehr y^ vermöge der aufgestellten Relation durch s^ 
ersetzen. Es ergiebt sich dann scheinbar eine Gleichung vierten Grades 
in s^, indessen überzeugt man sich leicht, dass der Factor von s^^ der 
Null gleich wird, während der von s^^ von Null verschieden ist, sodass 
die Gleichung thatsächlich vom dritten Grade ist. 

Zu jeder Wurzel ergiebt sich vermöge der Gleichung: 

8¥y^=X(9ks^.Jc^-(^i) ^ 

ein eindeutiges Werthsystem jr^yX^y also wie leicht ersichtlich ein ein- 
deutiges System «j, Og. Damit ist alles gemacht und wir erhalten den 

Lehrsats: Als sechster möglicher Typus ergiebt sich die 
Differentialgleichung: 

ft + (fi - 12khn'i() ^^ = y(c. + c^ . ¥sn'n). 

In dieser Gleichung sind die Constanten c^ und C4 will- 
kürlich, während (^ aus den Gleichungen bestimmt ist: 

Wir haben bei unseren Betrachtungen von der Gleichung ab- 
gesehen, die durch Vergleichung der constanten Glieder links und 
rechts entsteht. Es ist das im allgemeinen Fall erlaubt. 

§50. 

Untersuohtuig des Falles m ^ 2 für ungleiche Werthe von A. 

Setzen wir voraus, dass' die Werthe von X von einander ver- 
schieden sind, so existirt nur ein Werth von (?g, nämlich Cj = — 18. 
Die Bestimmungsgleichungen nehmen die Form an: 

lOk^ti = fg - 4c, . A + 24A(l + Ä*) - lOA», 
4Ä;y+AM = 0. 
Durch Elimination von it aus den beiden letzten Gleichungen er- 
giebt sich ferner: 

40¥f+ Afj - 4AV, + 24A»(1 + &») - lOA* = 0. 
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Vermöge dieser Gleichungen sind die Grössen äj, y* und u ganz 
und rational durch A ausgedrückt ^ es bleibt also als einzige Aufgabe 
übrig, die zu den drei Integralen gehörenden Grössen l zu bestimmen. 
Auch hier modificiren sich die Betrachtungen für den Fall A = 0, in- 
dessen wollen wir hier denselben nicht als besonderen herausgreifen, 
sondern ihn in den allgemeinen einreihen. Die Grundlage der Be- 
trachtung bildet wiederum die Gleichung: 

4ÄV+ Am = 0. 
Aus ihr folgt: 

1) -^^ + [<P' M + hY]' = ^ [vis,) + 29"(«i)y*J- 



Wir bringen die Gleichung zunächst in die Form: 

iS = 1- (! + *«)«, + *V- 
Hieraus ergiebt sich die weitere Form: 
2) (kH + hhi . rf,)* + rf, (2kn* + rfi . A« + 2</, . rf,) = 0, 

Je* 9* 

In dieser Gleichung haben wir nun die Grössen y^ und Sj durch k 
zu ersetzen, dann ergeben sich zunächst die Beziehungen: 

d = _ - //2 _ i!l 4. i^' 
d =^ ^ -I- — c" 

^*^ -| + ^[-7q+52(l-^A0]-^^ 

Die resultirende Gleichung in k scheint vom sechsten Grade zu 
sein, indessen überzeugt man sich leicht, dass die Factoren von )fi 
und A^ der Null gleich sind. Die Gleichung nimmt die Form an: 
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tto . A* + a^ . A* + Og . A* + «3 . A = 0, 

«. = * (A P + ^'^v/ + 5|^ + ^ [- 29., + 164(1 + **)]), 



o» = 



1000 



r,*[r,-6(l + *«) + (**--gy] 



+ <^(^2k' + A r^-lOil+h')]), 
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Das Resultat scheint zunächst nicht unmittelbar zu verwerthen 
zu sein, da die Gleichung in A vom vierten Grade ist, während wir 
eine Gleichung dritten Grades brauchen. Dieser Uebelstand kann aber 
leicht gehoben werden. In der That, es kann auf der linken Seite 
der Factor A fortgehoben werden. Ist nämlich A = — und hier tritt 
nun der vorhin erwähnte Ausnahmefall ein — , so wird auch a^ = 0, 
sodass die Gleichung nur noch zwei von Null verschiedene Werthe geben 
kann. Der Beweis hierfür kann leicht erbracht werden. Ist A == 0, so 
folgt aus den aufgestellten Gleichungen: 



«1 = 



2' 



c' 



und hieraus ergiebt sich das zu Beweisende unmittelbar. Damit ist 
der Fall A = erledigt. Nehmen wir nun an, dass A von Null 
verschieden ist, so können wir von dem Factor A absehen und er- 
halten die gesuchte cubische Gleichung. Somit ist Alles gemacht und 
wir erhalten den 

Lehrsats: Als siebenter möglicher Typus ergiebt sich 
die Differentialgleichung: 

-r^ + (fi — lSJc^sn^u)-j == y{c^ — \2k^snu , cmi .dnu), 
in welcher c^ und c^ willkürliche Constanten bedeuten. 
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§51. 

Untersnohung der Differentialgleichungen dritter Ordnung, 
deren Integrale einen und denselben m- fachen Unendlich- 
keitspunkt besitzen, während in den Coeffilcienten noch ein 
einfacher weiterer Unendlichkeitspunkt enthalten ist. 

Wir gehen jetzt einen Schritt weiter, indem wir nach denjenigen 
Differentialgleichungen dritter Ordnung fragen, deren Integrale die 
frühere Form, die aber überdies in den Coefficienten noch den weiteren 
einfachen ünendlichkeitspunkt 

ic = - ß + iK' 

besitzen. Als B^orm derselben ergiebt sich, wenn wir ähnliche Be- 
trachtungen wie früher anstellen: 

wobei gesetzt ist: 

Ih = ^0 + ^1 • fc^^^^w . sn(ii + ß)y 

Ih = ^2 + c^'li^snu . 6w(?* + ^) + ^4 . sn^u, 

Ih = ^5 + ^6 • ^^5w« . sn(i( + j3) + C7 . k^S'nru + Cg . h^sn^u . sn{fi + ß\ 

Die für die Lösung des Problems nothwendigen Gleichungen er- 
halten wir durch Entwickelung um die Punkte: 

H == iK' und « = - /3 + iK\ 
Für die erstere erinnern wir an die Formeln: 



sn 



s 






ferner an die Entwickelungen: 



1 1 cnß.dnß , . cnß.dnß ^ 



snu.iin{\i + ß) nsnß sn^ß sn*ß 

1 1 cnß.dnß 111 

s>j*«.sm(m + /3) u^snß sn^ß «* s«*/3 « 

__1 1 + F 

''» ~ sn^ß Ssnß ' 

cnß.dnß f. , 1 + k^ ,.\ 



■ • • . 



B = m {ni + 1) — r-2^^-1 + r::^ + ^'7 2>a ^ 8- 
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Es müssen nun die beiden Fälle durchaus von einander gesondert 
betrachtet werden, in denen die Werthe von A einander gleich oder 
aber von einander verschieden sind. Wir beschränken uns auf den 
letzteren, behandeln ihn aber viel kürzer als die früheren Fälle in den 
vorangehenden Paragraphen. Wir können in ihm Cq = setzen. 

Die Vergleichung der Coefficienten der beiden niedrigsten Potenzen, 
die bei der Entwickelung um den Unendlichkeitspunkt u = iK^ sich 
ergeben, führt zu den Gleichungen: 

^) 7^ — "'(«' + !)('» + 2) + ., ^^^ - ,»c„ 

3) A(,^ + 3,„(,„+i)_^) = ji, 

cnß . dnß mc^ cnß . dnß 

Sollen sich mehrere von einander verschiedene Werthe von A er- 
geben, so ist das nicht anders möglich, als dass die beiden Gleich- 
ungen bestehen: 

4) ,^ = ^_3,<m + l), 

5) iJ =. 0. 

Es bleiben also zunächst nur die Coefficienten (\, fg, Cg, Cg, Cq 
willkürlich, während die Coefficienten c^, Cj, (^ aus ihnen eindeutig 
bestimmt sind. 

Betrachten wir nun die determinirenden Gleichungen für die beiden 
singulären Punkte, nehmen den Fall q = aus und schliessen analog 
wie früher, so folgt der 

Lehrsatz: Alle Differentialgleichungen dritter Ord- 
nung, deren Integrale die angegebene Form besitzen und 
zwar bei verschiedenen Werthen von A, deren Coeffi- 
cienten ferner noch einen weiteren Unendlichkeitspunkt 
erster Ordnung haben, können in die Form 1) gebracht 

c 
werden, wobei — ^^- eine der Zahlen 1, 2,...3?w bedeutet und 
' snß ' ' 

die Beziehungen bestehen: 

, . ^, cnß. dnß mCj, , cnß, dnß 

* ^ ^ sn^ß ^ snß sn^ß 

- = — m{m + l)(m + 2) H ^^ — ^— ^ c^ — mc^. 



snß \ /\ y ^^ß 
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§52. 

Untersuchung des Falles m = 1 für ungleiche Werthe von A. 

Wir wollen nun ein Beispiel für den im vorigen Paragraphen be- 
handelten Fall nehmen und setzen dazu m ^l. Unter dieser Voraus- 
setzung nehmen die Gleichungen, welche zur Lösung des Problems 
führen, die folgende Form an: 

2) c^f^nß = - 6snß + 2c,, 

3) c, sn^ß = — 2cnß, dnß — c^ . snßy 

4) ¥c^ . X - 2^ - 2c7 . A + Cj . k\ 
wobei gesetzt ist: 

Asn^ß = (1 + k^- c^)sn^ß - [(1 + Jc^)c, + c^] n^ß 

-frg . snß . cnß . dnß + 2^^, 

wobei die Grössen B die Werthe besitzen: 

/ 1 + i^ \ 

Bq . sn^ß = ( ^5 — (Cg ,snß — c^)) sn^ß — c^ . sw-/3 . cnß . dw/i 

+ ^8 snß + 2c^,cnß.(inßy 

B,.sn^ß=^-[r, + ^^-^c^sn^ß -{l + k^)c,.sn^ß 

+ c^. snß. cnß , dnß + 2c,, 
-Bj • sw/3 = c, . cw/3 . dw/3, 
B^ = -snß , 

2^4 = C3 — r^.sw^-f (2c, + c^.8nß)^j 

6) Ä^'n/3 . i((r8 + 2 Ac,) = T^ -f *^ 6\ . :^- + k\ sn^ß{3 + c^)x^, 

wobei die Grössen C gesetzt sind gleich: 

C,^-l-k^+5X^ + c,, 
(\ = 3 + C4 4. (1 + i2_ c^)sn^ß + C3 . cnß . dnß 
+ 2Ac, . cnß . dnß - 3khn^ß. 

Wir wollen nun nicht den allgemeinen Fall weiter fuhren, son- 
dern sofort die drei möglichen Werthe von c, behandeln. 
Erstens kann sein: = Ssn3 

Unter dieser special! en Annahme nehmen die Gleichungen zwischen 
den in den CoefScienten auftretenden Constanten die Form an: 
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[ ^8= — Gcnß.dnß, 
während aus der Gleichung: 

sich für Cq der Werth ergiebt: 

8) ce = [4(1 + '^0 - <^2]snß - Gkhn^ß. 

Es bleiben demnach nur die Constanten c^ und ^5 willkürlich. 
Die Gleichungen für X und die Unbekannte a können geschrieben werden : 

9) - 2ukhnß - B^+ B,.l + Scnß.dnß.X^- l^+ ^xB^, 
wobei die Grössen B jetzt die Form annehmen: 

BQ.$nß-= [c^+ 3(1 + k^snß.cnß.dnß]sn^ß — c^.cnß.dnß, 

B, = [3(1 + Ä;^ - cj snß - ekhn'^ß, 

B^ =-6cnß.dnß + 6X.snßj 

10) 6k^snßu{l.snß - cnß . dw/J) - 0«+ k^C^.x + Sk^sn^ß . x\ 
wobei gesetzt ist: 
6'o==-l-fc*+3A«+c,, 
C\ = 3 + (lH-fc«-C2)sw*/3-6cw»/3.dw*/3 + 6A.sw/3.cw/5.rfw/3-3>l^sw^/J. 

Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsatz: Als erster Typus der in Frage stehenden 
Differentialgleichungen ergiebt sich die Gleichung: 

ja J 8 J 

j^+3k^snß,snu,sn{ti+ß)-^ + [q-6khnß.dnß,snu.8n{u+ß)]Y^ 

= J/[^5 + ^6 • k^snusn(u + ß)]. 
Die Constanten Cj und c^ sind willkürlich, während Cq 
aus der Gleichung bestimmt ist: 

Cg = [4(1 + k^) - c^^snß - 6k^sn^ß, 

Wir setzen jetzt: 

n. q = 2snß. 

Aus den aufgestellten fundamentalen Beziehungen ergeben sich 
dann die Gleichungen: 

c^ .snß «= — 4cM/3 . dw/J — Tg. 
Ferner war allgemein: 

also wird: 

Kr a Übe, Doppeltperiodiache Functionen II. 17 



11) 
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Setzen wir diese Werthe in die Gleichung ein, die wir für die 
^^ö«8e: 2k*u{2snß - q) 

gefunden haben, so nimmt dieselbe die Form an: 

12) 2k^u{2snß - q) = D^.snß + ID^ . snß + 2¥x(2snß - c^) (^ - x), 

wobei gesetzt ist:- 

sn^ß.D^^B^.snß-^cnß.dnß + ^A^.sn^ß, 

sn^ß ,D^^B^.snß + ?^^ cnß .dnß- (%' - ^) sn^ß. 

Diese Formel gilt allgemein. Setzen wir nunmehr c^ = 2snß in 
dieselbe ein, so ergeben sich unmittelbar die beiden Gleichungen: 

2)o=0, 2)i==0. 

Die erste lehrt den Werth von c^, die zweite den von c^ kennen, 
sodass die Constanten c^ und c^ willkürlich bleiben. Die Constanten- 
beziehungen sind damit erledigt. Die Grössen A und a sind aus den 
Gleichungen bestimmt: 

13) ¥x = -A^+c^,k + k^ 
und: 

14) k^snßu{(^+^k.S7iß) = Co+ Ä^Ci.a: + It^sn^ß.x^, 

wobei gesetzt ist: 

Co^-l-Ä^SA^c;,, 

C\ = l + {l + h^-(^)sn^ß + c^.cnß,dnß + 4k.snß,cnß.dnß-'Sk^.$n^ß, 

Damit sind wir auch in diesem Falle am Ziel. 

Wir nehmen nun: 

ni. q = snß. 

Dann folgen zunächst die Constantenbeziehungen: 

snß ,Cj = — 2cnß . dnß — c^. 

Wir wollen nun zunächst wieder allgemein neben der vorhin ent- 
wickelten Gleichung für u noch eine zweite Gleichung für dieselbe 
Grösse aufstellen, indem wir in Gleichung 6) an Stelle von A* uns 
den Ausdruck eingesetzt denken: 

Dann erhalten wir die Gleichung: 
16) k^snßu(c^ + 2kc^) = EQ + E,.k^x + E^,¥x^+ k(E^+k^xE^), 
in welcher die Grössen E die Werthe haben: 



15) 
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^ Snß ^ -^/ r -)i r r ^^ 

-£2= — 2q.sn/3, E^^—7 

^4 

E^=^2c^.cnß,dnß-Qsn^ß^' 

^4 

Eliminiren wir aus dieser und aus Gleichung 12) die Grösse u 
und ersetzen A^ in der vorhin angegebenen Weise, so ergiebt sich eine 
Gleichung zwischen x und A als Eliminationsresultat. Die höchste 
Potenz von x, die vorkommen kann, ist die zweite, indessen über- 
zeugt man sich leicht, dass der Factor von x^ der Null gleich ist. 
Dasselbe gilt von dem Factor von kx. Es nimmt demgemäss die Gleich- 
ung die Form an: 

Das gilt allgemein. Setzen wir nun q = sw/3, so müssen die drei 
Grössen G^y G^, G^ der Null gleich sein, da sonst sich nicht alle drei 
Integrale in der verlangten Form ergeben können. Eine derselben ist 
identisch gleich Null, die beiden anderen ergeben gleich Null gesetzt 
die Gleichungen: 

(C3 . Do + A • s^ß • Di)snß = 2^0, 
[2snß . 7)o + (cj — C7 . snß) DJsw/5 = — Sc,. 

Aus diesen Gleichungen sind die Constanten Cg und Cg bestimmt, 
sodass lediglich die Constanten c^ und c^ willkürlich bleiben. Damit 
sind die Beziehungen zwischen den Constanten sämmtlich aufgestellt. 
Die Werthe von k und a folgen aus den aufgestellten Gleichungen. 

§ 53.1«) 

Die Picard'sohen Differentialgleiohungen. 
ninzunahme der speoiellen Fälle. 

In den bisherigen Untersuchungen ist stets der allgemeine Fall 
in Betracht gezogen worden. Gehen wir zu den Betrachtungen des 
§ 36 zurück, so haben wir angenommen, dass is^ sich in die Form 
bringen lässt: 

wobei die Summe über alle Unendlichkeitspunkte von z^ zu erstrecken 
und gesetzt ist: 

17* 
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Nun können zwei weitere Fälle eintreten, die wir als specielle 
bezeichnen wollen. 

Erstens können die Multiplicatoren die Form haben: 

Auf diesen Fall hat zuerst Mittag-Leffler aufmerksam gemacht. 
Wir können dann setzen: 

wobei die Summe über alle Unendlichkeitspunkte von z^ zu nehmen 
und gesetzt ist: 

Hierbei müssen die Grössen Äq gleich Null sein, da wir es mit 
Pi Card 'sehen DiflFerentialgleichungen zu thun haben, femer findet die 
Relation statt: 

Nimmt man also h von Null verschieden an, so wird: 

y;,,„ _^e..+2'(^. «„_«+. ..x,.i^fciÄ), 

also folgt unter Hinzunahme der soeben aufgestellten Relation zwischen 
den Grössen Ä, dass das Integral eine doppeltperiodische Function 
zweiter Art ist mit den Multiplicatoren: 

e**^ und e^^*^\ 

Es bleibt also das zweite Integral der Picard 'sehen Differential- 
gleichung eine doppeltperiodische Function und damit das wesentlichste 
Resultat bestehen. Einige andere Resultate freilich modificiren sich, 
indessen wollen wir hierauf nicht näher eingehen. Es kann das um 
so eher geschehen, als dieser Fall in der Literatur bisher wenig 
berücksichtigt worden ist und an Bedeutung den übrigen nachsteht. 

Der dritte und letzte Fall tritt ein, wenn Ä = ist. In diesem 

Falle ist nun: ^ 

I Zy, du 

nicht mehr eine doppeltperiodische Function, setzt sich vielmehr linear 

u und -~- =x^ 

d-^ (y — V) 

zusammen. 
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um die hierbei und bei den folgenden Integralen auftretenden 
Möglichkeiten zu untersuchen, stellen wir die folgenden allgemeinen 
TJeberlegungen an. Zunächst führen wir an Stelle der Function: 

die S(w)- Function ein und zwar setzen wir wie in § 82 des ersten 
Bandes: 

Diese Function g(w • leistet zwei Gleichungen von der Form Genüge: 

wobei A^ und A^ zwei Constanten bedeuten, deren Werth nicht hin- 
geschrieben zu werden braucht. 

Es handelt sich um die Betrachtung ganzer Functionen von u 
und t(u)j deren Coefficienten doppeltperiodische Functionen sind und 
zwar entweder der ersten oder der zweiten Art. 

An Stelle dieser Polynome können wir auch solche von u — « 
und 5(t* — a) in Betracht ziehen, da i(u — a) nach bekannten Regeln 
durch g(w) dargestellt werden kann. Hierbei ist a eine beliebige 
Grösse, die nur der einen Bedingung Genüge leistet, dass für u = a 
das Polynom nicht unendlich gross wird. Wir können aber an Stelle 
von u — a und 5(m — a) noch andere Functionen einführen. Wir setzen: 

8) r{u) = Ci .(w — a) + Cg . t(u — a), 

9) d(ii) = Cg . (t* — a) + C4 . g(M — a). 

Die vier Constanten e^j c^, 6^3, c^ können dann so bestimmt werden, 
dass die Gleichungen stattfinden: 

y{u + 2K)^y{u) , y(:u + 2iK') ^y{u) + L, 

d(u + 2K) ^d{u) + \, d{u + 2iK') =d{u). 

Diese Functionen ^(u) und d(u) wollen wir uns an Stelle der 
Functionen (u — a) und i(ti — a) zu Grunde gelegt denken und 
Functionen von der Form betrachten: 

10) Fiu) ^^y . {h . f, 

wobei die Grössen f doppeltperiodische Functionen sind. Es fragt 
sich, wie sieht das Integral derartiger Functionen aus, wenn wir fest- 
setzen, dass es eindeutig sein soll. Offenbar giebt die Lösung dieses 
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Problemes die Form der Integrale der Picard'schen DifiFerentialgleich- 
ungen in dem von uns in Betracht gezogenen speeiellen Fall. 

Bevor wir zu der Lösung übergehen, nehmen wir den folgenden 

HülfsBEts: Es seien Ay B,, . ] fiyV , ..] w, p, ... feste Grössen 
und l eine willkürliche ganze Zahl. Wenn dann für jeden 
Werth von l die Gleichung stattfindet: 

i4?>'+ BlPv^-\ =0, 

so sind alle Grössen A, B, ... gleich Null. 

Der Beweis ist so einfach, dass von demselben abgesehen werden 
kann. 

Dieses vorausgesetzt, nehmen wir an, dass 

ein ünendlichkeitspunkt von F{u) ist und denken uns F(u) nach 

Potenzen von u — u^ entwickelt. 

Wenn dann: •» 

/ F{u) du 

eine eindeutige Function sein soll, so muss der Coefficient von (m — «,)~* 
— der Rest — in jener Entwickelung verschwinden. Wenn aber: 

u =^ Ui 

ein Unendlichkeitspunkt ist, so sind es die Punkte: 

u^+ 21K 

auch. Wird die Function F(u) in diesen Punkten unendlich gross, so 
müssen es eine oder mehrere der Functionen f(u) auch werden. Wir 
greifen dieselben heraus und bezeichnen eine derselben durch /"(«). 
Den Multiplicator von f(u)y wenn ii übergeht in u + 2Ky bezeichnen 
wir durch fi, den Rest für den Punkt: 

durch A. Dann ist der Rest der Function F(ti) für den Punkt 

u, + 21K 
gleich: «^r-i 

wobei die Summe über alle in Betracht gezogenen Glieder von F(u) 
zu erstrecken ist. Dieselbe muss gleich Null sein und zwar für einen 
jeden ganzzahligen Werth von l. Entwickeln wir nun den Ausdruck: 

(d + 0'" 

nach Potenzen von ?, so erhalten wir eine Grösse von der Art, wie 
sie im Hülfssatz in Betracht gezogen ist. Die Coefficienten der ein- 
zelnen Ausdrücke: 
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müssen verschwinden. Wir beschranken uns darauf^ die Glieder zu 
nehmen y die zum höchsten Exponenten von l — der Orösse m gehören. 
Ihnen entsprechen in der allgemeinen Summe Glieder: 

Es ist dabei ein Strich an die Summe gesetzt^ um sie von der 
ursprünglichen zu unterscheiden. 

In dieser Summe sind alle diejenigen Glieder zusammenzufassen, 
die dem Multiplicator ^ entsprechen. Wir wollen eine derartige Theil- 
summe bezeichnen durch: _^,, 

Dann muss der Rest eines jeden dieser Ausdrücke verschwinden 
oder da wir von dem Factor d^ absehen können, der Rest von: 

Mit dieser Summe verfahren wir wie mit der ursprünglichen, nur 
dass wir die Unendlichkeitspunkte 

ins Auge fassen. Schliessen wir dann ganz analog wie vorhin, so 
folgt, dass der Rest von /", welches zu dem höchsten Exponenten 
von y gehört, für den Punkt: 



u = Ui 



verschwinden muss. Wenn aber der Rest von f verschwindet, so ist 

das Integral: p 

(p(u) =^ jf{u)dn 

eine eindeutige Function. Nach unseren früheren Betrachtungen ist 
dabei q>{u) entweder selbst doppeltperiodisch oder aber eine lineare 
Function von u und £(w), also auch von y und 8 mit doppeltperiodi- 
schen Coefficienten. Unter solchen Umstanden können wir setzen: 

1 1 a) F(u) = y» d"» 9' (w) + F^ (w), 

oder auch: 

11^ F{u) = [yM"»gj(?*)]'+ F^{u) - {y'^d^^ytpiu). 

Dabei hat der Ausdruck: 
die Form: , !*,„/./ \ . ^^ 1^. / \ 

Avobei fi(u) und /^(w) doppeltperiodische Functionen sind. Daraus 
folgt, dass wir setzen können: 
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12) F{u) - [yM"»g)(w)]' + «(m), 

wobei 0{ii) eine Function derselben Art wie F{u) ist, bei welcher 
aber die höchsten Exponenten von y und S kleiner geworden sind. 

Fährt man so fort und berücksichtigt die Bemerkungen, die über 
q>iu) gemacht worden sind, so folgt der 

Lehrsatz: Wenn eine ganze rationale Function von u 
und 5(w) mit doppeltperiodischen Coefficienten die Ab- 
leitung einer eindeutigen Function ist, so ist die letztere 
ein Polynom derselben Art, dessen Grad den Grad des ur- 
sprünglichen Polynoms um 1 übersteigen kann. 

Dass bei den letzten Untersuchungen die Integrationsconstante 
keinen Einfluss auf die Richtigkeit der ^Resultate hat, braucht kaum 
hervorgehoben zu werden. 

Gehen wir nun zu unseren Differentialgleichungen zurück, so können 
wir den von uns ins Auge gefassten speciellen Fall unmittelbar und all- 
gemein erledigen. In der That betrachten wir successive die Differential- 
gleichungen erster, zweiter, . . . n*" Ordnung und wenden immer unseren 
Lehrsatz bei dem Uebergange zu einer Gleichung höherer Ordnung an, 
so ergiebt sich der 

Lelirsatz: Die Integrale einer Picard'schen Differential- 
gleichung w**' Ordnung stellen sich als ganze Functionen 
von M und g(ti) mit doppeltperiodischen Coefficienten dar, 
deren Grad mindestens um 1 kleiner ist, als die Ordnung 
der Differentialgleichung beträgt. 

Hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit des 

Lehrsatzes: Die Integrale einer Picard'chen Differential- 
gleichung zerfallen in Gruppen. In einer und derselben 
Gruppe, welche r von einander verschiedene Integrale ent- 
halten möge, ist eines doppeltperiodisch, ein zweites eine 
lineare Function von u und ^(m), ein drittes eine Function 
zweiten Grades etc., das letzte eine Function r — 1*®" Grades. 
Alle Coefficienten haben dieselben Multiplicatoren wie das 
erste Integral. 

An Stelle von ^(if) können nach den vorangegangenen Bemerk- 
ungen auch andere Functionen gewählt werden. Wir wollen im 

Folgenden die Grössen: 

AVa{n) 

A la (w) 

nehmen. 



§ 54. Specielle Fälle der Lam^'schen Gleichung fiir w = 1 und m = 2. 265 

§54. 

Die Lamö*80he Differentialgleiohiuxg. Diaoussion der speoiellen Fälle 

für m = 1 und m =« 2. 

Die Lame 'sehe Differentialgleichung zweiter Ordnung entstand, 
indem wir die Bedingung festsetzten, dass die Integrale den Punkt 
ii = iP als alleinigen Unendlichkeitspunkt m*®' Ordnung besitzen, 
-während die Coefficienten keinen weiteren Unendlichkeitspunkt haben. 
Als Form derselben ergab sich: 

1) ^2 = y(^o+^i'^^sn'^)' 

Das allgemeine Integral derselben hatte die Form: 

Die Betrachtungen des allgemeinen Falles stützten sich wesentlich 
auf die Annahme, dass die Grössen sn^ccr alle von einander verschieden 
sind. In den speciellen Fällen, zu deren Betrachtung wir uns jetzt 
wenden, kann dasselbe also nicht mehr der Fall sein. Dazu fragen 
wir, wann die beiden vorhin hingeschriebenen particulären Integrale 
zusammenfallen, oder also, wann die Ausdrücke: 

jrj^i(y + a,) und JJ^^(v-ar) 

dieselben Nullstellen besitzen, wenn überdies: 

A = 

ist. Hierbei folgt zunächst wie im allgemeinen Falle, dass die Grössen 
a^, Og, . . . a„i von einander verschieden sein müssen. 

Ehe wir nun zu dem allgemeinen Falle übergehen, wollen wir 
die einfachsten Fälle für sich betrachten und zwar zunächst den Fall: 

w = 1. 

In ihm kommt das Problem darauf hinaus, zu untersuchen, wann: 

. ^^(v + aj) = cd'(v - a^) 

wird. 

Offenbar sind drei Fälle möglich: 

I. «1 = 0, 
II. cx^ = K, 
III. ßi=i:+ iK'. 
Im ersten Falle wird ein particuläres Integral: 

3) 2/1 = S7ltlj 

das zweite also: 
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Al[(u) 



= snu 



Im zweiten Falle wird: 
5) y^ = cnUj 

6a) y^^ cnii I - 

Ulf alark* t/ 



du 



cn^u 



oder also: 

6b) y^ = cnu{k»u + ^^^-). 

Im dritten Falle wird: 
7) y, = dntiy 

8a) y» =^ dnu / , » ? 

oder also: «^ 

8b) ,..,„„(« + 41(5)). 

Damit ist in diesen speciellen Fällen die Integration vollendet. 
Die Werthe der Constanten Cq und q folgen unmittelbar. Es rühren 
diese Resultate von Fuchs und Hermite her. 

Wir nehmen zweitens: m = 2 

Dann fragt es sich, wann die Gfleichung bestehen kann: 

d-^(v + ai)d-(v + Oj) = cd-i(v — ai)d'(y — a^). 

Berücksichtigen wir, dass a^ verschieden sein muss von o^, so 
bleiben vier Möglichkeiten übrig: 

I. «1 = — Oj = a, 

II. «1 = Kf «2 ^ 0, 

IV. «1=0, c^^K+iK\ 

Im ersten Falle wird ein particuläres Integral: 

9) t/i = sn^u — sn^a. 

Der Werth von a ist auf mehrfache Weise zu bestimmen. Ganz 
allgemein ergiebt sich im Falle m = 2, wenn wir die frühere Bezeich- 
nungs weise aufnehmen, die Gleichung: 

^1 + ^2 _Q 

Wird nun x^ = x^, u^^ — u^, so nimmt diese Gleichung die Ge- 
stalt an: 

10) 1 - 2(1 + l^)sn^a + U^sn^a = 0. 

Es ist diese Gleichung zuerst von Hermite aufgestellt worden. 
Sie zeigt, dass es zwei Integrale der vorhin charakterisirten Art giebt. 
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Das zweite Integral wird: 

Wenn sw'« in der vorhin angegebenen Art bestimmt wird, so ist 

der Ansatz erlaubt: 

l dHogAl^(ti — a) , dHogAl^ (u + «) 

Die Constanten €q e^y e^ bestimmen sich leicht. In der That, i'Ür 

den Punkt 

u = a 

ergiebt sich: -. ^ 

sn^ti — sn^a 2(u — a)sna .cncc. dna 

Unter solchen Umständen wird: 

1 



Ebenso folgt: 



^ Asn^a.cn^a.dn^a 

1 



4:sn^a,cn^a,dn^a 

Setzen wir schliesslich links und rechts e* = 0, so ergiebt sich 
für Bq die Bestimmungsgleichung: 

1 1 



= ^0 + 



6n*a ° 2sn^a cn^a,dn^a 

Damit ist die Integration der L am ^ 'sehen Differentialgleichung 
im ersten Falle vollkommen zu Ende geführt Die entsprechende 
Differentialgleichung lautet: 

^ dir V sfira / 

Wir nehmen den zweiten Fall. In ihm ist: 
13) y^ = snii .cnn. 

Mithin wird: /* da 



/. 



^* ^^ ' sn^«* . cn^u 



Das Integral, welches in diesem Ausdruck auftritt, kann unmittel- 
bar bestimmt werden. In der That, es ist: 



mithin wird: snhi.cnhi snhi cnht 

Damit haben wir die vorhin betrachteten Integrale erhalten und 
die Integration auch in diesem Falle ausgeführt. 



268 § Ö4. Specielle Fälle der Lamö'schen Gleichung für allgemeine m. 
Die entsprechende DifiFerentialgleichung lautet: 

Drittens wird: 
16) ^1 = cnu . dnu. 

Mithin ergiebt sich fiir das zweite Integral die Form: 

(Jti 



y« 



"J 



Da aber die Gleichung besteht: 

1 1 1 *» 1 



cn-u.dn^u K^ cn^u Jd^ dn^n 
so folgt: 

. Vi r du Ic^ r du 

Hiermit sind wir wieder am Ziel. Die entsprechende Differential- 
gleichung lautet: 

18) ^2 = J/(- 1 - k^ + 6k^sn^u). 

Endlich letztens kann sein: 

19) ifi = snu.dnUy 

r du 

y^-yj snhi.dnh(' 
Da aber die Gleichung besteht: 

1 \ ¥ 



+ 



sn^u.dn^u sn^u dn^u 

so wird ein zweites particuläres Integral: 

^^s /^ du . ,9 /^ du 

Die entsprechende Differentialgleichung lautet: 

21) ^^2 = 2/(_ 1 _ 4^2 + ök^sn'u). 

Damit ist der Fall m = 2 vollkommen erledigt, soweit er hier in 
Betracht kommt. 

§55. 

Die Lam^'sche Differentialgleicluing. Allgemeine Disoussion 

der speciellen Fälle. 

Um den allgemeinen Fall zu untersuchen, müssen wir unter- 
scheiden, ob m gerade oder ungerade ist. 
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Wir nehmen zuerst an: 

m = 2ft. 

Die Frage lautet, wann die beiden Ausdrücke: 

d^^{v + aj . . . '9'i(ü + Uiu) und ^1(1? — aj . . . d'i{v — Uif^) 

dieselben Nullpunkte besitzen. 

Unter Berücksichtigung der früheren Bemerkungen folgt dann, dass 
vier und nur vier Fälle möglich sind: 

in. a^^ K+iK', cCi = K, 0^3= — «2^? • . «/i+i = — «/u+a, 
IV. «1 = 0, cc^^' K+iK', c(^= — ccif^, ,,. af,^i= — Uft^i. 

Zu gleicher Zeit haben wir A « zu setzen. 
Das allgemeine Gleichungssystem lautete nun: 

1) o=y/-'-^+--'. 

.^ Xr — Xi 

Wenden wir uns zu der Betrachtung des ersten Falles, so wird 
ein Glied existiren, bei welchem 

Ur= — Uly Xr= Xi 

ist. An Stelle desselben tritt das Glied: 



1 - 2(1 +k^)Xr+U^X, 



2 

r 



2Ur 

Das ganze System von Gleichungen nimmt die Form an: 
2) = 1 - 2(1 + k')xr+ SkW+ 4 V?— ^. 



,^^ Xr — Xi 

Der Strich an der Summe bedeutet, dass dieselbe nach l über 
1,2,...^ zu nehmen ist und zwar mit Ausnahme von l = r. An 
Stelle von r ist der Reihe nach zu setzen 1, 2, . . fi. 

Wir erhalten also ein System von /n Gleichungen, welches die 
Werthe Xr in der folgenden Weise liefert. Dieselben mögen der 
Gleichung Genüge leisten: 

3) f(x)^x^ + p,.xf^-'^ + ---p^=^0. 

Unter dieser Voraussetzung kann das obige Gleichungssystem ge- 
schrieben werden: 

4) f{Xr)[\-2{l+'k^)Xr+ WXr^] + 2f\Xr)Xr\l - {\ + k^)Xr+k^X,?^=(\ 

wobei dann gesetzt ist: 

/' {Xr) «= iiX^-^ + (.U - i)p^,x/-^+' . . ^^-1, 
rC^r) == K^ - 1)^/-^ + • • • 2i>^_2. 
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Wir erhalten also eine Gleichung vom Grade fi + 1 mit der Un- 
bekannten Xry deren Coefficienten symmetrische Functionen der Grössen Xr 
sind. Der Factor von it:/+^ lautet: 

der Factor von Xr^ allgemein: 

wobei gesetzt ist: 

A^k\l-l){2l-l), 

B= -2{1 + lc^)P, 

C = (l + l)(2l + l). 
Nun ist aber: 

Denken wir uns diesen Ausdruck eingesetzt, so nimmt der Factor 
von x/ die Form an: 

wobei gesetzt ist: 

A,^A-1c^ii{2(i + l). 

Der Factor von rr/ nimmt insbesondere die Form an: 

k^p,[{2fi - l)(fi -l)-(i{2(i + 1)] - 2(1 + Ä^fil 

Denken wir uns durch diesen Factor die Gleichung dividirt, so 
erhalten wir eine Gleichung, deren Coefficienten mit denen der Gleichung: 

zusammenfallen müssen. 

Die Vergleichung ergiebt die Formeln: 

5) N.pf,^i= A^.pf^^i^i + B,pf,^i+ C.p^^i^i] 

wobei N der vorhin hingeschriebene Factor von x^ ist, durch den wir 
die Gleichung dividirt haben. 

Aus diesen Gleichungen sind die Grössen ^g, Ps^'"Pfi bestimmt 
und zwar als ganze Functionen von p^ von den resp. Graden 2, 3, . . . fi. 
Setzen wir diese Ausdrücke in die letzte Gleichung ein, die dem Werthe 
? = entspricht, so ergiebt sich eine Gleichung vom Grade fi + 1 mit 
der Unbekannten p^. Wir finden also den 

Lehrsatz: Das Gleichungssystem 4) ist auflösbar und 
zwar leisten die Grössen Xr einer Gleichung jtt**'* Grades 
Genüge, deren Coefficienten sich sämmtlich ganz und 
rational durch eine Lösung einer Gleichung vom Grade 
fi + 1 darstellen lassen. 

Damit ist das erste Integral gefunden Es hat keine Schwierig- 
keit, mit seiner Hülfe das zweite zu ermitteln. 
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Dasselbe lautet: 



6) y^-yij' 



du 



\JL nJOt j • • • \JL '^U ) 

Entwickeln wir den Ausdruck: 

1 1 

{x - x^y ,..(x — x^y "" f{xy 

nach Potenzen von u — a^., so fällt vermöge unserer Bedingungsgleich- 
ungen der Factor von: i 

fort und umgekehrt zieht das Fortfallen des Factors unsere Bedingungs- 
gleichungen nach sich. In der That, es ist: 

Nun ist aber: 

i-j - j -= 2f'(xr) .snar . cnur . rf»«r, 

Ak hinreichende und nothwendige Bedingung für das Verschwinden 
des genannten Factors ergiebt sich aber die Gleichung: 

und das ist die früher gefundene. 

Unter solchen Umständen können wir den Ansatz machen: 

fixy^^'^Zj'' ~~(lu' ^2/'' ~ du^~ 

wobei die Gonstanten unmittelbar zu bestimmen sind. 

In ähnlicher Weise sind die drei anderen Fälle zu betrachten. 
Da nichts principiell Neues auftritt^ so wollen wir uns bei ihnen noch 
kürzer fassen. 

Im zweiten Falle hat ein Integral die Form: 

Dann fallen von den allgemeinen Gleichungen: 



o = V 



f Ur+Ui 



^ Xr — Xi 

zwei fort, nämlich diejenigen, die sich auf 

a = und a = K 
beziehen. Es bleiben nur ^ — 1 Gleichungen^ welche die Form haben: 
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ii\ . 2m? . 2m* 



= l-2(l+fc*)a;,+ 3Pa^ + 4^! — ^^— + ^^^ + 

^J X. — Xt Xr 



Jbf Ul'I JUf Jj f L 

wobei für r zu setzen ist 3, 4,...u + l, die Summe nach l über die- 
selben Zahlen mit Ausschluss von i = /• zu erstrecken ist. 
Das Gleichungssystem kann geschrieben werden: 

= li:Ml+^^+^*^i + 2 >^/ -^- + 1 - (1 + ^>. 

u ^m^ Xr — Xi 

+ ft«af - Xr{\ - h^Xr), 
oder auch: 

8) 0= 2 +2^.^— ^- 

Damit haben wir ein ähnliches Gleichungssystem wie vorhin er- 
halten, welches analog wie das vorige behandelt werden kann. 
Im dritten Falle hat ein particuläres Integral die Form: 

^) Vi = ^**^* • dnu(sn^ti — sn^a^) . . . (sn^u — sn^ß^^-i). 

Dann fallen von den allgemeinen Gleichungen wiederum zwei fort, 
nämlich diejenigen, welche sich auf 

a = K und a = K+iK' 
beziehen und es bleibt das System übrig: 

0=1- 2(1 + k^Xr+ U'4+iy'-^ + -^ + -^^ 

^ .^ Xr — Xi Xr—l 1 

oder also wir erhalten die Gleichungen: ^- 



10) = 1- 4(1 + k')Xr + U^4 + 4 V' 



ul 



^mmm Xf Xl 

Damit sind wir wieder am Ziel. 

Viertens endlich kann das erste Integral die Form haben: 

1 ^1 = ^**^* • dnu{sn^u — sn^a^) . . . (sn^u — sn^Uf^^i). 

Von den allgemeinen Gleichungen fallen zwei fort, nämlich die- 
jenigen, die sich auf 

« = und a = K+iK' 
beziehen. 

Das übrig bleibende System lautet: 
= 1- 2(1+ &V+ 3/c»4+ 4 y'-^ + — + -^, 

^ ^J Xr — Xl Xr 1 

oder also wir erhalten die Gleichungen: f^" 

12) = 3- 2(2 + U')Xr+ llc'ix?r+ ^y^T^^' 

Damit sind wir wieder am Ziel. In allen drei Fällen ergiebt 
sich das Resultat, dass die Grössen x^yX^, ,.. x^^i Wurzeln 
einer Gleichung vom Grade ^ — 1 sind, deren Coefficienten 



§ 55. Specielle Fälle der Lam^'schen Differentialgleichung für allgemeine m. 273 

sich ganz und rational durch eine Wurzel einer Gleichung 
vom Grade fi darstellen lassen. 

Das zweite particuläre Integral kann in allen drei Fällen analog 
bestimmt werden, wie im ersten. 

Der Werth von c^ ist in allen vier Fällen gleich m{m + 1), während 
der Werth von Cq sich in der bekannten Weise ergiebt. 

Wir nehmen jetzt den Fall: 

w = 2/[i + 1. 

Es fragt sich, wann die beiden Ausdrücke: 

^•^(v + aj . . . ^i(* + a2/*+i) 
und 

d'i(v — a,) . . . a'i(v — a2^4.i) 

dieselben Nullpunkte haben, wobei die Grössen a alle von einander 
verschieden sind. 

Es folgt dann, dass auch hier vier Fälle möglich sind und zwar 
die folgenden: 

I. «1 = 0, aj= — «2/*+!, ... a/*-}-i= — a^-l-2, 

n. «!=£", «2= — a2/tt-|-l; ...«/*+!= — a/x+2, 

III. «1 = K+ iK', «2 = — ^i/*-\-i} ' • • «A*+l = ~ *^A*+2; 

IV. «1 = 0, a2 = J5r, €c^=K+iK\ «4= — «2^-1-1, .. . «^ + b= — «^+8« 

Im Princip bleiben die Betrachtungen genau wie vorhin. 
Im ersten Falle hat ein particuläres Integral die Form: 

^3) Vi ^ snu(sn^u — sn^cc^) . . . {sn^u — sn*«^ _l_i). 

Eine Gleichung fallt von den allgemeinen fort, die übrigen haben 
die Form: 

14) l_2(l+Ä>,+ 3P^ + 42'^-Z^ + 2[l-(l+*>r+ifc'4] = 0, 
oder also wir erhalten das System: 

15) 3 - 4(1 + k^)xr + 6k^4 + 4^' ^^Z^ = ^• 

Dieses Gleichungssystem kann genau so wie das erste behandelt 
werden. Es ist auflösbar und zwar leisten die Grössen 

einer Gleichung vom Grade fi Genüge, deren Coefficienten 
sich sämmtlich ganz und rational durch eine Lösung einer 
j Gleichung vom Grade /it + 1 darstellen lassen. 

' Krause, Doppeltperiodische Functionen. II. Xg 

I 
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Ein zweites particuläres Integral hat die Form: 



16) y, = y./j^ 



du 



Entwickeln wir den Ausdruck: 

1 1 

nach Potenzen von w — «r; so fallt vermöge unserer Bedingungsgleich 
ungen der Factor von 



«r 



u — Ur 

fort und umgekehrt zieht das Fortfallen dieses Factors unsere Bedingungs- 
gleichungen nach sich. 
In der That, es ist: 

// \ / ^{dsnu.f(x)\ , (u — aryfd^snu.f(x)\ . 

Nun ist aber: 

{dsnu,f{x)\ Q^, . „ _ 

l -j — ^^^1 ^ 2f{Xr)snrar.cnar.dnary 

/d^8nu,f(x)\ 
\ dü^ A 

Die Bedingungsgleichungen för das Verschwinden des genannten 
Factors lauten demgemäss: 

f{Xr)[3 ~ 4(1 + k')Xr+ 5k^4] + 2Xr.r{Xr).Mr^0, 

Mr^l - (i+ k^)Xr+k^Ol^r, 

und das sind die früheren Gleichungen. 

Unter solchen Umständen können wir schreiben: 

—\— = e, + e, ^%^^iW + iPer ^%^?i(^-«r) 
sn'u.f{xy «^^ du' -^^ ' du' 

^^r d^logA\{u + ar) 
^^ du' 

Die Constanten sind wieder unmittelbar bestimmt. 
Im zweiten Falle wird: 

17) Vi = cnu{sn'u — sn'u^ . . . (sn'u — sn*a^+i). 
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Eine Gleichung fällt fort und es bleibt das System: 



= 1-2(1 + k')xr + U^4 + 4^' — z 2^-(l " **^'-)' 



t y?r 



oder also wir erhalten das System: 

18) - 1 - 2(2 + l^Xr-V ök^x) + 4 V _ 
Drittens wird: 

19) Vi = dnti(sn^u — sn^a^) . . . (sn^u — ^n^a^^-i). 
Das übrigbleibende Gleichungssystem lautet: 

8 

= 1 - 2(1 + Ä*)xr+ Sk^x'r + *yj'^^-~ — 2Ä*(a;,- a^), 
oder also wir erhalten die Gleichungen: 

20) 1 - 2(1 + 2k')xr + ftfcV. ^^yt w? Q 

^ maam Xr ~~" Xl 

Viertens endlich kann sein: 

21) yi = snu ,cnu ,dnu{fin^u — sn*«^) ... {sn^u — sn^a^-j-s). 

Hier fallen drei Gleichungen fort. Das übrigbleibende Gleichungs- 
system lautet: 

= 1- 2(1 + fc»)a;,+ 3Jfc*«? + 4 V' ^^^-+2[ 1-2(1 + *»)«,+ 3*»x»], 

oder also wir erhalten die Gleichungen: 

22) = 3- 6(1 + k')xr+ 9k^xl + 4V' ^^-3^- 

Weiter wollen wir auf diese Fälle nicht eingehen^ da sich nichts 
principiell Neues ergiebt. 

§56. 

Disoussion der speoiellen Fälle für die Picard*80he Differential- 

gleiohung aweiter Ordnung. 

Wir wenden uns nunmehr zu der Differentialgleichung: 

welche in § 40 näher untersucht worden ist. Aus den dortigen Unter- 
suchungen folgt, dass nur der Fall des ungeraden m zu speciellen 
Betrachtungen Anlass geben kann. 

Setzen wir: ,» = 2^ + 1, 

• 

SO hat in diesem Falle ein Integral die Form: 

18' 
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KW 
während das andere durch Verwandlung von t? in — v entsteht. Zunächst 
folgt, dass auch hier die Grössen a^, ... am von einander verschieden 
sein müssen. Eines besonderen Beweises bedarf diese Eigenschaft nur 

Wir beweisen, dass das Integral nicht die Form haben kann: 

y = dn/^ii.y^. 

In der That, wäre dasselbe der Fall, so müsste die Gleichung 
stattfinden: 

dnu—^ - g ^^^ + 2(|Lt + \)¥snu . cnu ~- — 7—^ = dn'"^^ u.y^. c^. 

DiflFerenziren wir rechts und links r — 1 mal und setzen nach der 
Differentiation: u = K + iK' 

so ergiebt sich die Beziehung: 

r — 1 = 2(ft +1) das heisst r ^m -\- 2. 

Diesen Werth kann r aber nicht haben. Der Satz bleibt auch 

richtig für r = l , sodass sich also hier ein Unterschied gegenüber der 

La menschen Gleichung zeigt. Das Integral kann keinen Factor dnu 

besitzen. Im üebrigen bleiben die Betrachtungen ähnlich wie früher. 

Wir fassen uns noch kürzer als bei der Lame 'sehen Gleichung. Wir 

nehmen zunächst den Fall: 

w = 1. 

Dann fragt sich, wann 

^liy + a^ und '9"i(v — «1) 

unter den angegebenen Bedingungen zu gleicher Zeit der Null gleich 
werden können. Es sind zwei Fälle möglich. 

I. a^ = 0, ^1 = snu. 

Die Differentialgleichung nimmt die Form an: 

^ dfw* dnu du ^ ' ^' 

Ein zweites particuläres Integral hat die Form: 

e-fp^^»du 



3) y^-Vif- 



sn^u 



^,« snu . cnu 
dnu 
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Nun ist aber: 

—JPidu = logdn^Uy 

mithin erhalten wir: 

Damit i^t dieser Fall erledigt. 
Zweitens kann gesetzt werden: 

IL «1 = Ky y^ = cn ti. 

Die entsprechende DiflFerentialgleichung lautet: 

.. d^ ^^^jnu_^cnu_ dy__ 

^ du^ dn u du ^' 

Das zweite particuläre Integral lautet: 

' C dvi?u , 

oder also: ^ 

Im allgemeinen Falle sind nun auch zwei Möglichkeiten vorhanden. 

L «1 = 0, «2 = — «m, • . • «M + l "^ "■ ^A* + 2> 

n. a^ = Ky Oj = — a«, . . . a^+i = — «^4-2- 

Im ersten Falle wird: 

'^) Vi = sww(6n* w — sn^Oj) . . . (sw^i* — 5*1*0:^4.1). 

Im allgemeinen Falle lauteten die Bedingungsgleichungen für die 
Grössen Xri 

1 — k^Xr ^ Xi — Xr 

In unserem Falle fallt eine der Gleichungen fort, die übrigen 
nehmen die Form an: 

(^ + \)ul . fe' _ 1 - 2(1 + k'^Xr + 3 A^g^f 
1 - kHr 2 

+ 2v;-^+^, 

^J Xr — Xi Xr 

oder also wir erhalten das System: 

8) = 3-2a;.[2-(ft-l)fc»|-fcV;(2ft-3) _^ ^ y, tt? 

Ä ^mJ ^r — iC< 

Damit sind wir wieder zu einem Gleichungssystem von bekannter 
Form gelangt und können die Untersuchung abbrechen. 
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Ein weiteres particuläres Integral wird: 



Vi 






(m + Vsh^snu . cnu 
Pi-- 



Nun ist; 
mithin wird: 



9) ^2 = yj- 



dnu 

—fpi . du = logdn'^'^^u, 
dn^'+^u . du 



Entwickeln wir den Ausdruck: 
sn^u(sn^u — sn^cc^y . . . (sn^u — sn*«^+i)^ S7t^u . f{x) 



s 



nach Potenzen von u — ar, so fällt vermöge der Bedingungsgleichungen 
der Factor von: ^ 



u — a. 



fort und umgekehrt zieht das Fortfallen dieses Factors unsere Bedingungs- 
gleichungen nach sich. 

In der That, wir können setzen: 

1 ^_2 , A^i 

-\ r • • • 



sn^u . fipcf {u — «r)^ u — ar 
dn^-^^u = dn^-^^ar — (u — ar)(m + l)k^snar . cnur . dn^^ar + 



■ « • 



Also folgt als Bedingung för das Verschwinden des Coefficienten 
von {u — «r)""^ die Gleichung: 

10) J— 2. {m + \)h^snar,cnar — i4_i.dwar=* 0. 

Erwägen wir, dass A^^ und -4_i die Werthe besitzen: 

^_^ 1 ^ 

4/' {xi)^o(?r . cn^ar . dri^Ur 

A = - '^f{^r)Xr^cn^ar^dn^ar+f{xr) [^ - 4( \+l^)Xr+ hli^xV i 
" Af\Xf)^sn^ar . cn^ar . dn^ar 

so nimmt unsere Gleichung die Form an: 

^ 1 + f{xr)dn^ar[^ - 4(1 + Ä*)a;, + öfc^a^]. 

Damit sind wir zu der früheren Gleichung gelangt. 



1 
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Unter solchen Umständen können wir den Ansatz machen: 
dn'^-^^u _ (P logA \{xi) ^^ cPlog Al^ju + Ur) 

''^ , cPlogAlJti — ttr) 

8 

Die Werthe der Constanten sind unmittelbar bestimmt. Damit 
sind wir am Ziel. 

Im zweiten und letzten Falle wird: 

12) y^ = cnu(sn^u — sn^a^) . . . (sn^u — sn^a^+i). 

Die Grössen Xr sind aus dem Gleichungssystem bestimmt: 
- k\(i + l)ii? ^ 1 - 2(1 + fcOa;.+ Sfe^g;? ■ o yi> ^? ti; ^ 

1 — i*iCr ^ 2 ^ iCr — :»i iC^ — l' 

oder auch: 

13) g l- 2x.(2 - tV) - ai.k\2t, -3) ^^y, «? 

^ ^BiV tZ//* lÜ// 

Damit sind wir wiederum zu einem bekannten Gleichungssystem 
gekommen und können abbrechen. 

§57. 

Speoielle Untersuchung derjenigen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, deren Integrale einen einfachen Un- 
endliohkeitspunkt haben, während die Coeffieienten noch 

einen zweiten besitzen. 

Als Grundform der in der Ueberschrift näher charakterisirten 
Differentialgleichungen haben wir in § 42 die Form gefunden: 

wobei gesetzt ist: 

Pi = Ci + (^,k^.snß.snu.sn(u + ß), 

p^'=^c^+ c^. V. snu^sn (ti + ß) + c^- Jc^sn^u. 

Die Grösse c^ war der Einheit gleich, ebenso c^] q bleibt will- 
kürlich, während q und c, aus den Gleichungen bestimmt sind: 



C4 cnß.dnß 



bnß snß 

cnß.dnß 



-Ci, 



^3 — ^4 



sn^ß sn'ß 
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Die Integrale folgen aus der Oleichung: 

Durch Quadrirung ergiebt sich hieraus die Gleichung: 

}^sn^ß,sn^a 
^^ \ + (2ci,h^8nß,cnß.dnß-k^sn^ß-k^Ci\sn^ß)sn^(c + c,^=^0. 

Es ist nun klar, dass der specielle Fall nur dann eintreten kann^ 
wenn die Discriminante dieser quadratischen Gleichung mit der Un- 
bekannten sn^a verschwindet. 

Dieselbe zerfallt, wie man sich leicht überzeugt, in zwei Factoren, 
sodass wir die beiden Gleichungen erhalten: 

f snß . Ci^- 2{cnß . dnß - l)q + k^.sn^ß = 0, 

snß.Cj^- 2(cnß.dnß + Vjc^ + k^sn^ß = 0. 

Die beiden Gleichungen stehen mit einander in einem engen Zu- 
sammenhang. Die eine entsteht aus der anderen, indem an Stelle von 



3) 



ß gesetzt wird: 



ß + 2K+2iK', 



Unter Hinzunahme der elliptischen Functionen mit dem Argumente 
lassen sich die Wurzeln c^ der beiden Gleichungen schreiben: 



4) 



Ci = 



snß 



c snß g^, , 

cn^ß' 



C| = — k^snß 



dn^ß' 



Es giebt also vier und nur vier Werthe von c^, deren zugehörende 
Integrale nicht mehr beide doppeltperiodische Functionen sind. 

Zu demselben Resultat gelangt man, wenn man den folgenden 
völlig verschiedenen Weg einschlägt. 

Ein Integral der vorgelegten Dififerentialgleichung hat jedenfalls 
die Form: 



5) y, 

folglich wird ein zweites: 






^o(a) 



u. 
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wobei gesetzt ist: 

^ \ ^ aß / da 

Dieses zweite Integral ist keine doppeltperiodische Function mehr, 
wenn, von Perioden abgesehen, die beiden Gleichungen stattfinden: 

2a-h = 0, 

'^''^ dß "^ da ~^- 

Die erste Gleichung zeigt, dass a vier verschiedene Werthe an- 
nehmen kann: 

I. a -= /3', 

III. a = ß'+K+iK\ 

IV. a^ß'+K, 

Die zweite Gleichung bestimmt die dazu gehörenden Werthe 
von c^. 

Berücksichtigen wir die Gleichung: 

SO folgt flir a = /5': 

c^==k^sn^ß\$nß, 

das heisst wir erhalten einen der vorhin gefundenen Werthe von c^. 
Genau so würden sich die drei anderen ergeben. Da diese drei 

Fälle sich durch Substitutionen einfachster Art aus dem ersten ergeben, 

so wollen wir uns auf diesen beschränken. 

Das zweite particuläre Integral können wir schreiben: 

oder also wir erhalten den Werth: 

Unter solchen Umständen ergiebt sich der 

Lehrsats: Im speciellen Falle ergiebt sich erstens die 
Differentialgleichung: 



282 § 08- Specielle Untersuchung der in § 43 behandelten Differentialgleichungen. 

wobei gesetzt ist: 

^2 = Cj + C4 . h^snu.sn ,(u + ß) + k^sn^u, 

C3 = - 1-Ä«+ k^sn^ß - khn^ß\ cnß . dnß 

C4 = cnß . dnß - ¥sn^ß\ sn^ß. 

Die beiden Integrale lauten: 



^2 - yj (1 j^2s^2ßf ^ 5^2(^ + ^.) ) ^M- 



Die drei andern Ausnahmefalle folgen aus dem soeben betrachteten 
durch die vorhin näher definirten Substitutionen. 



§58. 

Speoielle Untersuchung aller Differentialgleichungen Bweiter 
Ordnung, deren Integrale denselben zweifachen Unendlich- 
keitspunkt haben, während die Coefficienten noch einen 

weiteren besitsen. 

Die in der üeberschrift näher charakterisirten Differentialgleich- 
ungen bilden den Gegenstand des 43. Paragraphen. Sie können in die 
Form gebracht werden: 

Pi = c^-\- c^^k^snß .snu,sn(u + ß), 

272 = C3+ c^,k^snu.sn(u + ß) + c^^k^sn^u. 

In dem angegebenen Paragraphen sind die Werthe: 

^^ = 1,2,3 

näher untersucht worden, indessen können wir uns nach den dortigen 
Darlegungen auf die beiden ersten Fälle beschränken. Das soll ge- 
schehen Wir nehmen: 

I. C2 = l. 

In diesem Falle ergab sich für die Grösse ^2 eine quadratische 
Gleichung. Nach einigen leichten Umformungen können wir dieselbe 
in die Form bringen: 
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2) V-^2^+*'i--S + *'2 = 0, 
wenn die folgenden Bezeichnungen eingeführt werden: 

r^^sn^ß(Ci.Si + 2uy, 

dj = Ißsn^ß - 22(1 + 1i^)sf,^ß + 21khn^ß, 

rfa = sn^ß . cnß . dnß(9khn^ß - 4 - 4Ä»), 

^4 = SJc^sn^ß . cn^ß . dn^ß + Vsn^ß. 

Soll nun einer der Ausnahmefalle eintreten, so muss die Dis- 
criminante der Gleichung 2) verschwinden, oder also die Relation be- 
stehen: 

3) r,'-4r,.r, = 0. 

Es ist das eine Gleichung vom achten Grade mit der Unbekannten c^. 

Dieselbe lässt sich zunächst in die beiden Gleichungen vom vierten 

Grade zerlegen: 

I r, - U^sn^ß(c, . s, + 2u) = 0, 

\r, + 4k^sn^ß(c, . 5^ + 2u) « 0. 

Als Werth von ä'(c^5i+ 2u) ergiebt sich der Ausdruck: 

l — 2k^ynß . cnß . dnß. 

Es folgt dann leicht, dass die beiden biquadratischen Gleichungen 
sich in je zwei quadratische Gleichungen zerlegen lassen und zwar die 
erste in die folgenden: 

, 3rf— 2$nß.C. I ä-rH 5-rj — ^1 

6) { ^ ^ 1 V 5^8^ sn^ß' / 

+ k^sn^ß'.sn^ß - U^sn^ß' + 2k^sn^ß - 0, 



7) 



fo« o « /" 4 ^2^+fc'5n*/3'\ 
3c* -2sw^.Ci ( 2^ + 2^^r-^j 

+ ^ - -4^ + 2fc*sn«^ = 0. 



Die beiden andern Gleichungen erhalten wir, indem wir uns an 
Stelle von ß : ß + 2K gesetzt denken. Hierbei geht der Reihe 
nach über: 
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snß, cnßj dnß, sn/J' 
in 

-snß, -cnß, dnß, ^• 

Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsats: Im Falle €^ = 1 hört ein Integral der Differential- 
gleichung 1) auf, doppeltperiodisch zu sein, wenn c^ einer 
Gleichung achten Grades Genüge leistet. Die Auflösung 
dieser Gleichung achten Grades kann auf die Auflösung 
von vier quadratischen Gleichungen zurückgeführt werden. 
Eine derselben lautet: 

Die drei anderen ergeben sich aus der vorstehenden, 
indem an Stelle von ß gesetzt wird resp.: 

ß + 2K, 

ß + 2iK', 

ß + 2K+ 2iK'. 

Die Coefficienten Cg, c^^ c^ haben die früher angegebenen 
Werthe. 

Die wirkliche Auflösung hat keine Schwierigkeit. Das doppelt- 
periodische Integral ist unmittelbar bestimmt, während das zweite die 
Form hat: 

8) y^ = yjF{u)du, 

Hieraus folgt, dass wir für das zweite Integral auch die Form 
wählen können: 

9) y. = yj{c. + rn^^) + ^«-(1?+-^-)) '^«' 

wobei die Grössen ^q, c, , e^ leicht bestimmbare Constanten sind. 

Wir nehmen jetzt: 

IL ci = 2. 

Wir wollen in diesem Falle anders verfahren. Ein Integral der 
Differentialgleichung hat jedenfalls die Form: 
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10) Vi- ö^öö" — ^ ^^ 

folglich lautet ein zweites: 



/C-fPidi 
~1\ 



Soll dasselbe aufhören^ doppeltperiodisch zu sein, so müssen^ von 
Perioden abgesehen, die Gleichungen bestehen: 

12) 26 = 2(a, + a,), 

13) -c -2 '^1^^^ + ol" dlog^^{a, ) ^ fZ%^oK) 1 _ q. 

^ (Iß L rf«! dog J 

Aus der ersten Gleichung folgt als einer der in Betracht kommenden 

Werthe von a^ + ag : 

a = aj + «2 = fc. 

Mit diesem wollen wir weiter operiren. Die zweite Gleichung 
kann geschrieben werden: 

dp da 

oder also wir erhalten im speciellen Falle: 

14) 2'k^sna^ . «««g - snß = c^. 

Nun folgt weiter: 

«1 = a — «g, 

also ergiebt sich: 

snai(l — k^sn^a . sn^a^) = sncc . cna^ . dna^ — sna^ . cna . dna^ 
oder also: 

sw/S . u^ = x^. cnß . d«/3 + snoy^ . 5nflf2(l — k^sn^ß . sn^org). 

Analog wird: 

sn/3 .u^-=x^. cnß . (in/3 + sna^ . snag(l — Ä^sw^/3 . sn^aj). 

Durch Quadrirung und nach Fortlassung eines Factors ergiebt 
sich die quadratische Gleichung: 

x^— {fin^ß — 2 cnß . dnß . sna^ . sna^ + k^sn^ß . sn^a^ . sn^a^)x 

+ sw^o^ . sn^Og == 0, 

deren Wurzeln die Grössen x^ und x^ sind. 
Hieraus ergiebt sich: 

8^'-= sn^a^ + sn*ag= sn^/J — 2cn/S.dn/S.snai.swag 

+ k^sn^ß . sn^Äi-sn^c^g. 
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Andererseits hatten wir aber gefunden: 

15) Jc^snß . C4 . Sj = — 4c^, 

16) Q= — 2c^.snß + 4cnß.dnß, 

Die Vergleichung der beiden Werthe von s,, die wir soeben auf- 
gestellt haben, sowie die Hinzunahme des gefundenen Werthes von 
snai.sna^ ergiebt dann für q die cubische Gleichung: 



17) 



e^3_6 2 cnß.dnß _^^ r2_2k^ + uhn'ß) 
^ snß ^ ^ 



— 8k^$nß.cnß,dnß^0. 

Damit sind wieder alle Schwierigkeiten gehoben. Alles weitere 
folgt ganz analog wie im Falle ci«=l. Wir sehen unter solchen Um- 
ständen von der weiteren Durchführimg ab. 



§59. 

Speoielle Untersuchung derjenigen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, deren Integrale einen einfachen Un- 
endüohkeitspunkt haben, während die Coeffioienten noch 

zwei weitere besitzen. 

Wir wenden uns schliesslich zu der Theorie der in der Ueber- 
schrift näher charakterisirten Gleichungen, die für den allgemeinen Fall 
in § 46 näher untersucht worden sind. Als Form derselben ergab sich: 



1) 



du 



2 + r^i + C2lc^,snßi,snu,sn(u + /3j) 

dij 
+ c^k^.snß^.snu.sn{u + ßiy]-^ = yp^, 

-^2 = ^4+ c^k^.sn^u + (^Jc^,snßi.snu,sn(u + ß^) 

< 

+ Ojk^.snß^ .snu,sn(u -f ß^)- 
Die beiden Integrale hatten im Allgemeinen die Form: 



wobei k aus der Gleichung bestimmt ist: 

3) — 2A = k^snß^.sna,sn{a — ß^ + k^snß^ .sna.sn(a — ß^). 

Wir setzten ferner: 

a = 0} + 



ßi+ß. 



2 

und fanden, dass sn^a eindeutig bestimmt ist, sodass die beiden 
Werthe von a lauten: 
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^ ft + A 
«1= "^+ 2 



ßi + ßf 



«o = — G) + 



Hieraus folgt, dass vier specielle Fälle eintreten können: 

I. (D = 0, 

II. (O ^ Ky 

IV. w^iK\ 

Wir begnügen uns, den ersten in Betracht zu ziehen. Für den- 
selben wird: 

Pi+ Ä 

mithin nimmt X die Form an: 

4) 21 = Tc\snß, - snß,)m ^' ^ ^' sn ^' g ^S 

während das erste Integral wird: 

..(« + A+A) 

Mit Hülfe des Additionstheoremes der g(ti) - Functionen können 

wir den Exponenten: 

— f .V + ku 

auch schreiben : ^ / ^^(fc,) ^^^) \ ^ 

Das zweite Integral der Differentialgleichung kann in die Form 
gebracht werden: 

Damit ist die Integration vollkommen durchgeführt. Im all- 
gemeinen Falle war nun die Constante c^ vollkommen willkürlich, im 
speciellen dagegen nicht mehr. Wir erhalten ihren Werth etwa auf 
folgende Weise. 
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Wir hatten bei den allgemeinen Betrachtungen die Gleichung 
gefunden: ^^ ^^^^ = cti/S^ . dnß^ + h^sn^ß^ . snasn{a - ft)- 
Hieraus folgt im speciellen Falle: 

7) c, . snft = cnß^ . dnß, - khnß, . sn^^^ sn^^^ snß, + snß. 
Ebenso wird: 

8) c,.snß,==cnß,.dnß, + k'snß,.sn^^^sn&^ '"^''t^*'^* - 

Damit sind die Constanten Cg und c^ bestimmt, die Constante c^ 
folgt dann etwa aus der Gleichung: 

QN / _, gwjäg y 1 ^ 

""^ V'« ^ snß, sn{ß, - ß,) ) sn\ß, - ß,) '^ ~ ^- 

Hiermit ist auch dieses Problem zu Ende geführt und hiermit 
schliessen wir die Anwendung des Picard-Floque tischen Satzes auf 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
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Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 1886. 

üeber Fourier'sche Entwickelungen im Gebiete der Thetafunctionen zweier 

Veränderlicher. Math. Ann. 27. 
Mölleb: Zur Transformation der Thetafunctionen. Rostock 1887. 
Mebtens : Ueber eine Verallgemeinerung der Schröter'schen Multiplicationsformeln 

für Thetareihen. Programm Gymn. Köln 1889. 
In dieser Arbeit wird u. A. die Multiplicatorgleichung für die Transformation 
fünften Grades aufgestellt. 
Bockhorn: Beziehungen zwischen Thetafunctionen mit verschiedenen Jacobi^schen 

Moduln. Solingen 1891. 
HiJBKEB: Ueber die Umformung unendlicher Reihen und Producte mit Beziehung 

auf elliptische Functionen. Königsberg. Programm des Kneiphöfischen 

Gymnasiums 1891. 
Petm und Krazee : Neue Grundlagen einer Theorie der allgemeinen Thetafunctionen. 

Leipzig 1892. 
Krause: Zur Transformation der Thetafunctionen. Berichte der Leipziger Gesell- 
schaft der Wissenschaften 1898 und 1896. 
Bei der Darstellung der Transformationstheorie habe ich mich auf die Fälle 
Ä = l und Ä=y, beschränkt. Wie bemerkt, geschieht dasselbe, weil in diesen 

Krause, Doppeltpexiodiache Functionen, ü. 19 
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Fällen die Beziehungen zu den transformirten Functionen sich ganz besonders 
einfach gestalten. Es ist aber zweifellos, dass bei einer weiteren Ausdehnung der 
Theorie auch die allgemeinen rationalen Werthe von h hinzugenommen werden 
müssen. Das entsprechende Additionstheorem bietet keinerlei neue Gesichts- 
punkte und Schwierigkeiten dar. Es lautet: 

Leisten die ganzen Zahlen a den Gleichungen Geniige: 

so gilt das Additionstheorem: 

c Yl ^» (^'' f" ^) ^2/T^4 r'] ^'''* + '''' ""* ')' 
wobei die Beziehungen bestehen: 

^f« i: a« 1 |Li\ Sj -f ^«2 Uj «2 4" ■ • • öt«»i fA« s« wod r w«. 

Die Grössen ij'« können die Werthe 0, 1, ...r— 1 annehmen. Die Summen 
und Producte sind in bekannter Weise zu erstrecken, c ist eine leicht bestimm- 
bare Constante. 

Daneben haben Prym und Krazer die Transformationstheorie auf Grund 
von Additionstheoremen zwischen Thetafunctionen mit verschiedenen Moduln insofern 
erweitert, als sie ganz allgemein den Fall in Betracht ziehen, dass die Trans- 
formationszahlen , die von uns stets als ganze Zahlen angenommen worden sind, 
beliebige gebrochene Zahlen sind. Es hiUte nahe gelegen, diese Verallgemeinerung 
mit in Betracht zu ziehen, indessen habe ich doch geglaubt, davon absehen zu 
sollen, um den genannten Autoren die systematische Entwickelung ihrer Ideen 
zu überlassen. In Bezug auf den letzten Punkt werde noch verwiesen auf: 

Krazea: Ueber ein specielles Problem der Transformation der Thetafunctionen. 
Grelle Journal, Band 111. 

Die Transformation der Thetafunctionen einer Veränderlichen. Math. Ann. 43. 

Die quadratische Transformation der Thetafunctionen. Math. Ann. 46. 

Nr. 2. 

Die hier gegebene Darstellung für die Coefficienten einer orthogonalen Sub- 
stitution ist die bekannte Cayley'sche. Weitergehende Theorien finden sich in 
Arbeiten von Voss, Frobenius, Kronecker u. a. 

Nr. 3. 

In Bezug auf die Literatur über die Entwickelung der doppeltperiodischen 
Functionen in trigonometrische Reihen bemerken wir das Folgende: 

Die doppeltperiodischen Functionen zerfallen in solche der ersten, zweiten 
und dritten Art, demgemäss wird sich auch die Literatur nach diesen drei 
Richtungen hin erstrecken. Hierbei ist aber zu bemerken, dass eine strenge 
Sonderung nicht durchweg stattfindet, da Methoden, die für die Functionen erster 
Art aufgestellt sind, zum Theil auch für die Functionen zweiter und dritter Art 
bestehen bleiben und umgekehrt. 
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Die Entwickelung der einfachsten Functionen erster Art rührt von Jacobi 
her. In Bezug auf dieselbe möge auf die Lehrbücher verwiesen sein, die im 
ersten Bande citirt worden sind. Daneben werde verwiesen auf: 

Schlümilch: lieber die Entwickelung der elliptischen Functionen. Abhandlungen 
der Königlich Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften. Band 2. 

Hermitk: Note sur la thäorie des fonctions elliptiques. Trait^ ^lämentaire de 
calcul difF^rentiel et de calcul integral par Lacroix. Paris 1874. 

BiEHLEB: Sur les fonctions doublement p^riodiques consider^es comme des limites 
de fonctions alg^briques. Grelles Journal. Band 88. 

In dieser Arbeit werden die Productentwickelungen der Thetafunctionen ein- 
geführt. Die Thetaquotienten werden mit Hülfe eines Grenzüberganges auf 
Grund der Partialbruchzerlegung gebrochener Functionen in trigonometrische 
Reihen entwickelt. Die Methode genügt auch für Kategorien von Functionen 
dritter Art. 

Appell: Sur une m^thode älämentaire pour obtenir les d^veloppements en s^rie 
trigonometiique des fonctions elliptiques. Bulletin de la Sociät^ Mathd- 
matique de France. Tome XIII. 

In dieser Arbeit wird das genannte Problem auf die Auflösung eines linearen 
Gleichungssystemes zurückgeführt. 

PoracARE: Remarques sur Temploi de la mäthode pr^cödente. Ibidem. 

De Presle: Sur le ddveloppement des fonctions elliptiques en s^ries trigono- 

metriques. Bulletin de la Sociöt^ Mathömatique de France. Tome XIV. 
Charlieb: Om utvecklingen af dubbelperiodiska funktioner i Fourierska serier. 

Bihang tili Kongl. Svenska Yetenskaps -Akademiens Förhandlingar 1887. 
Glaisher: On the series which represent the twelve elliptic and the four Zeta 

functions. The Messenger of Mathematics (2), XVIII. 
Teixeira: Sobre as funcyöes ellipticas. Jornal de Sciencias Mathematicas e Astro- 

nomicas publ. pelo Dr. F. G. Teixeira. IX 

In Bezug auf die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen zweiter 
Art ist Folgendes zu bemerken. Als Grundfunctionen derselben dienen die Aus- 

Die Entwickelung derselben in trigonometrische Reihen rührt von Jacobi 
her. Seine Ausführungen befinden sich in den Arbeiten: „Sur la rotation d'un 
Corps '' im zweiten Bande seiner gesammelten Werke. Daneben ist zu verweisen auf: 

Scheibner: Zur Reduction elliptischer Integrale in reeller Form. Leipzig 1879. 

Supplement dazu, Leipzig 1880. 
Hermite: Sur une application de la theorie des fonctions doublement päriodiques 

de seconde espäce. Annales de l'Ecole normale (3), II. 
Lipschitz: Sur la theorie des fonctions elliptiques. Ibidem. 
Lerch: Sur une m^thode pour obtenir le däveloppement en serie trigonometrique 

de quelques fonctions elliptiques. Acta Mathematica, XII. 
Teixeira: Sobre as func9Öes duplamente periodicas de segunda espece. Jomal 

de Sciencias Math, e Astr. publ. pelo Teixeira, IX. 

Daneben werde auf die Arbeiten des Verfassers und Mohrmanns hingewiesen, 
die in der Folge citirt werden. 

19* 
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Wenden wir uns zu den Functionen dritter Art, so ist zu bemerken, dass 
einzelne schon von Jacobi behandelt worden sind und zwar sind es die Func- 
tionen: 

1 



^a{v) 



Als eigentlicher Begründer der Theorie muss Her mite angesehen werden. 
Es waren zahlentheoretische Fragen, die ihn zu seinen Entwickelungen führten. 
Die bezüglichen Arbeiten sind: 

Lettre de M. Hermite ä M. Liouville. Comptes rendus 1861. 
Sur la th^orie des fonctions elliptiques et ses applications a Tarithm^tique. 
Comptes rendus 1862. 

Die Arbeiten finden sich auch im Liouville' sehen Journal de Math^matiques 
and zwar unter folgendem Titel: 

Sur la thäorie des fonctions elliptiques et ses applications ä, Tarithm^tique (2), VII. 
Sur les th^orämes de M. Eronecker relatifs aux formes quadratiques (2), IX. 

In diesen Arbeiten wird ohne Beweis die Entwickelung einer grösseren 
Anzahl von Functionen dritter Art in trigonometrische Reihen gegeben und zwar 
sind dieselben von der Form: 

»a (V) »fi (V) ^g' (t?) ^a'(v)»ßiv) 

Daneben hat aber Hermite auch die Function: 

/in nai 

gekannt, die Appell seinen Untersuchungen über den genannten Gegenstand zu 
Grunde legt. Es geht dieses aus mündlichen Mittheilungen von Hermite an 
Appell (nach Druck der Appell'schen Arbeit aus dem Jahre 1884) her\'or, da- 
neben finden sich hierauf bezügliche Formeln in einer Hermite'schen Arbeit 
in dem Sammelwerke: In memoriam Domenici Chelini CoUectanea Mathematica. 
Milan 1881. 

Die Hermite'schen Entwickelungen aus den Jahren 1861 und 1862 wurden 
im Jahre 1879 von Biehler wieder aufgenommen und zwar in seiner These: Sur 
les d^veloppements en säries des fonctions doublement p^riodiques de troisifeme 
esp^ce. In derselben wird nach Methoden von Liouville, Hermite und Briot 
und Bouquet die Entwickelung einer überaus grossen Anzahl von Functionen 
dritter Art in trigonometrische Reihen in eleganter und übersichtlicher Weise 
gegeben. Die Arbeit von Biehler ist bei den Darlegungen des Verfassers viel- 
fach benutzt worden. Immerhin enthält die Arbeit von Biehler nur eine grössere 
Beispielsammlung. Die methodische, systematische Lösung des Problemes, die 
sämmtlichen Functionen dritter Art in trigonometrische Reihen zu entwickeln, 
findet sich in den Arbeiten von Appell vor. 

Die in Betracht zu ziehenden Arbeiten Appells haben die Titel: 

Däcomposition en ^l^ments simples des fonctions doublement p^riodiques de 

troisieme esp^ce. Comptes Rendus, Tome 97. 
Sur les fonctions doublement p^riodiques de troisieme esp^ce. Annales de T^cole 

normale (3), Tome 1 und 3. 
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Application du thäor^me de M. Mittag -LeiFler aux fonctions doublement päriodiques 
de troisi^me esp^ce. Annales de Tficole normale (3), Tome 2. 

Sur les fonctions doublement p^riodiques de troisifeme esp^ce. Comptes Rendus 101. 

Developpements en särie des fonctions doublement p^riodiques de troisi^me espece. 
Annales de Tficole normale (3), Tome 2. 

Eine überaus elegante und einfache Darstellung der Appell 'sehen Resultate 
findet sich in dem Werke von Halphen über elliptische Functionen und zwar 
im ersten Bande desselben. 

An die AppelFschen Arbeiten knüpfen die Arbeiten des Verfassers und 
Mohrmanns an und zwar ist in ihnen der Versuch gemacht, den Zusammenhang 
mit der Transformationstheorie herzustellen und andere Grundfunctionen, die 
eine gemeinsame Theorie der Functionen zweiter und dritter Art ermöglichen, 
zu benutzen. Die Titel der betreflPenden Arbeiten lauten: 

Krause, Ueber die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen zweiter und 

dritter Art in trigonometrische Reihen. Math. Ann. 30, 33. 
Krause, üeber die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen dritter Art 

in trigonometrische Reihen. Math. Ann. 35. 
Krause und Mohrhaiyn: Ueber die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen 

zweiter und dritter Art in trigonometrische Reihen. Math. Ann. 32. 
MoHBUANN: Fourier'sche Entwickelungen im Gebiete der doppeltperiodischen 

Functionen dritter Gattung. Leipzig, Teubner 1889. 
Neues Verfahren der Fourier'schen Entwickelung der doppeltperiodischen 

Functionen. Archiv der Mathematik und Physik von Hoppe (2) 12. 1894. 

Daneben werde verwiesen auf: 

TsixEmA: Estudo sobre as funcföes duplamente periodicas de terceira espece. 

Coimbra 1890. 
Lercu: Bemerkungen zur Theorie der elliptischen Functionen. Rozpravy cesk6 

Akademie cisafe etc. Prag. I. Nr. 24. 1892. 

Die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen dritter Art ist aus 
zahlentheoretischen Problemen hervorgegangen und verdankt diesen wie auch die 
Entwickelung der gewöhnlichen elliptischen Functionen einen grossen Theil ihrer 
Bedeutung. Es hätte daher nahegelegen, in dem vorliegenden Werke auf die 
zahlentheoretischen Anwendungen näher einzugehen. Der Verfasser hat aber 
dennoch geglaubt, davon absehen zu sollen, da die letzteren ungemein reich- 
haltig sind und ihre Darlegung zu weit von den eigentlichen Theorien abgeführt 
hätte. An dieser Stelle möge nur auf einige besonders naheliegende und ein- 
fache Kategorien von Anwendungen hingedeutet werden, indem in Bezug auf alles 
Nähere auf Arbeiten von Jacobi, die schon citirten von Hermite, Biehler, 
Appell und die folgenden verwiesen wird: 

Hermite: Sur quelques cona^quences arithm^tiques des formules de la th^orie des 
fonctions elliptiques. Extrait du Bulletin de l'Acadämie des Sciences de 
St. P^tersbourg, Tome 29. Acta math. Band 5. 

Nazimow: Sur quelques applications de la th^orie de fonctions elliptiques ä la 
th^orie des nombres. Annales de l'ficole normale. (3) V. 1888. 

Die erste Anwendung bringen wir in der Darstellung von Hermite imd 
mit dessen Bezeichnungen. 
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Setzen wir 2Kx 
z= 

und definiren: 

9{z)^ 1 '-2qco82x-\-'lq^cos\x — 2q^cos%x-\- • • •, 

i_ iL ?5 

II{z) — 2q'^ 8inx — 2q^ sin Sx-\-2q^sin 6x-{- • • •, 

S^(z)= 1 + 2qco82x + 2q^ cos 4.x + 2q^ cos 6x + • •■, 

_L i. ?5 

fli (je?) = 2 g' * cos a; + 2g * cos 3a;-f 23^*605 50;+ • • •, 

so kann der Ausdruck: 

^^ 9^{z) 

auf doppeltem Wege hergestellt werden. Erstens ist er das Product der beiden 
Factoren : 

Hm^ und ^, 

Für den ersten Factor gilt die Entwickelung: 

LA !? 

?^^^^ == sinx . q'^ + sinSx . q^{l + 2q-'^) + sinbx . q*{l + 2q'-'^ + 2q-*) + 



Y 2n 



0(z) 

(2n->-l) « 

=^sin(2n + l)x.q * V<Z""** 



wobei m die Werthe 0, +1, +2,-- ±n annehmen muss. 
Für den zweiten Factor ist: 

JL A A 

~ -j—-^ = 2stnx • —^ h 2stn Bx ^—^ + 2sm 5a; • - — ^-r H 

Multipliciren wir die beiden Reihen, so erhalten wir die Darstellung des 
Ausdrucks : 

Es genügt für unsere Zwecke die Kenntniss des constanten Gliedes. Das- 
selbe wird : 

2 «4-1 (2n-f 1) « 

oder also: 

wobei die Summe nach n und h über alle positiven ganzen Zahlen — Null ein- 
begriffen — zu erstrecken ist, nach m über alle Zahlen: 

0, ±1, ±2, ••• ±n. 

Wir können demnach A auch in die folgende Form bringen: 
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1 

wobei gesetzt ist: 

i\r= (2n + 1) (2»4- 46 - 3) - 4 w* = ^modA 

und F(N) angiebt, wie oft die letzte Gleichung für einen Werth von X statt- 
findet, wobei w, w, & die vorhin angegebenen Werthe annehmen können. 

Zweitens können wir den Ausdruck 2) auch als Product der beiden Factoren 
ansehen — von einer Constanten abgesehen — 

öj(2f) = l -\-2qcos 2x-\-2q* cos^x-] , 

kK* H\z) yri nq^ ^ q .2«* 

-r— i* ^8/ X = > :; — ^ — C082X ^ , — cos^x — ^ • • • 
Sw* S*(z) ^1 — qin 1 — q 1 — 2 

Demgemäss ergiebt sich zweitens: 

il/2kK ^ ^ nqn _ ^ ng^''^^ 

Setzen wir: __^ ^^_ __. 

80 stellt 4>i(w) die Summe aller Divisoren von n dar, deren conjugirte Th eiler 

ungerade sind, ^^(n) die Summe aller Theiler kleiner als fn, die nach dem 
Modul 2 verschieden sind von ihrem conjugirten. 

Die Vergleichung der beiden Ausdrucke ergiebt: 

oder also, da: , /^I^ 

^/^^ = ^, ist: 

F(4w - I) + F(4r? - 9) + • • • F[4n -(2a + 1)«] = ^, (n)- W^ (n). 

Das ist eine zahlentheoretische Beziehung, die sich als unmittelbare Folge 
unserer trigonometrischen Darstellungen ergiebt. Dieselbe erhält eine ganz be- 
sondere Bedeutung durch eine andere Deutungsweise der Grössen F{N). Es zeigt 
sich, dass F{N) die Anzahl der Classen der eigentlich primitiven quadratischen 
Formen von der Determinante N ist. 

Eine zweite Kategorie von Anwendungen möge durch das folgende Her- 
mite'sche Beispiel angedeutet werden. 

Es gelten die Entwickelungen : 



—1- 1^- = V /^ ^ ^ ^ «n(2n 4-1) X, 
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Nun multipliciren wir die rechten und die linken Seiten mit einander und 
integriren zwischen den Grenzen und y, indem wir von den Formeln Gebrauch 



machen : 

2 8 



M^y-'T /^"^^'"i 





Es ergiebt sich dann: 

wobei gesetzt ist: 

1 

Diese Ausdrücke können nach Potenzen von q entwickelt werden. Es er- 
giebt sich: 

wobei a und a' die ganze Reihe der positiven ungeraden Zahlen durchlaufen. 
Setzt man fest, dass a" die Werthe annimmt: 

1, 8, 5, ... a — 2 
so wird: 

Bezeichnen wir also durch iV eine beliebige ungerade positive Zahl und durch 
^(N) die Zahl ihrer Theiler, so können wir setzen: 

Ferner können wir schreiben: 

aH2aa'-<i"»=2JV: 
Dann wird: 

wobei 4^1 (2 iV) angiebt, wie oft die Gleichung: 

a*+2aa' — a'"= 2N{N ungerade) 

für einen Werth von N unter den angegebenen Bedingungen stattfindet. Dem- 
gemäss wird: 

l.v 

Es sind auf diesem Wege die Coefficienten in der Entwickelung von -0| • ^j 
durch zahlentheoretische Ausdrücke dargestellt worden. Auch hier kann den 
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Coefficienten eine ungleich wichtigere Deutung gegeben werden. Es zeigt sich, 

dass 

*(iV) + 2*i(2iV) 

gleich unserer Function F{2N) ist oder also wir erhalten die wichtige Dar- 
stellung: 



Eine dritte und letzte Anwendung, auf die wir hindeuten, bezieht sich auf 
die Zahl der Lösungen gewisser unbestimmter quadratischer Gleichungen, eine 
Anwendung, auf die zuerst Jacobi hingewiesen hat. Derartige Sätze finden 
sich in grosser Zahl in Arbeiten von Liouville von anderen Gesichtspunkten 
aus aufgestellt vor. Wir nehmen ein besonders naheliegendes Beispiel nach 
Nazimoff. 

Einerseits ist: ' 

♦.(0,t)*,(0,2t) =2'2*''^ *''° ^' 
andererseits gilt die Entwickelung: 

2K 2Kx 

— :sn = -: 1-4 > ^^= — :: r8%nr£n — i)x 



n 8tnx * ^^1 — g«»— 1 ^ '' 



= S^ + *5«" y««(2<i-l)x. 



1 n«i(8d — l)d 

Setzen wir aj=-7-in dieser Formel ein, so ergiebt sich unter Berücksichtig- 
ung bekannter Beziehungen: 



Ä^l + 2V2^q^ ^8in(2d^i)j 



1 i|a(X<i— 1)J 

oder also: 

v^ 'sn T<''' + ^> 

nB-(S<i — 1)() 

Mithin erhalten wir das Resultat: 

Die halbe Zahl der Lösungen der Gleichung: 

x*-\-2y*=n 

ist gleich der Zahl der Theiler von «, welche die Form 8p + 1 oder 9p-\-S haben, 
vermindert um die Zahl der Theiler von w, welche die Form Sp-\-6 oder 8p -f^ 
haben. 

Nr. 4. 

Da die Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen hier nur als 
allgemeine Einleitung in die speciellen Picard' sehen Diiferentialgleichungen dienen 
und die Stellung und Bedeutung derselben fixiren soll, so habe ich mich auf die 
grundlegenden und ersten Sätze aus derselben beschränkt, deretwegen auf die 
bekannten fundamentalen Arbeiten von Fuchs und Frobenius im Crelle'schen 
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Journal zu verweisen ist. Eine lichtvolle Darstellung dieser Untersuchungen finde 
sich in der Arbeit von Tannery: 

Propriät^s des integrales des dquations diff^rentielles Unfaires ä coefficients variables. 
Annales de Pficole normale (2), IV. 

Daneben werde verwiesen auf den Convergenzbeweis von Eneserim47. Bande 
des Crelle^schen Journals. 

Von Lehrbüchern heben wir die folgenden hervor: 

Craig: A Treatise on linear differential equations. New -York 1889. 
Heffteb: Einleitung in die Theorie der linearen Differentialgleichungen etc. 
Leipzig 1894. 
^ Picard: Traite d'analyse. Paris 1896. Band HI. 
Schlesinger: Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen. Leipzig 
1896, 1897. 

Nr. 6. 

Die hier entwickelte Methode , Differentialgleichungen zu construiren, denen 
doppeltperiodische Functionen Genüge leisten, findet sich in der Arbeit desVerfassers : 

Ueber einige Differentialbeziehungen im Gebiete der doppeltperiodischen Func- 
tionen dritter Art. Berichte der math.-phys. Classe der Königl. Sachs. 
Gesellschaft der Wissenschaften 1889. 

Daneben werde verwiesen auf: 

Brioschi : Sopra una classe di equazioni differenziali integrabili per funzioni ellittiche. 

Atti della Accademia Reale dei Lincei (3), IV. 
Sulla generazione di una classe di equazioni lineari integrabili per funzioni 

ellittiche. Annali di matematica. Milano (2), X. 
Fuchs: Sur les Equations diff^rentieUes Unfaires qui admettent des integrales dont 

les difförentielles logarithmiques sont des fonctions doublement p^rio- 

diques. Journal de math^matiques (3), IV. 

Auf diese wichtige Arbeit von Fuchs wird noch besonders eingegangen 
werden. Es möge hierbei allgemein bemerkt werden, dass die citirten Arbeiten 
mehrfach in mehrere der hier gewählten Kategorien eingereiht werden können, 
ohne dass es jedes Mal besonders hervorgehoben wird. 

Nr. 6. 

In Bezug auf die allgemeine Theorie der Picard 'sehen Differentialgleichungen 
ist zu bemerken, daas dieselbe aus den Hermite' sehen Arbeiten, insbesondere 
denen über die Lam(?'8che Differentialgleichung (siehe später) und den Fuchs- 
schen Arbeiten über lineare Differentialgleichungen hervorgegangen ist. 

Als Begründer derselben ist Picard anzusehen. Die von ihm herrührenden, 
in Betracht gezogenen Arbeiten sind die folgenden: 

Sur une generalisation des fonctions pdriodiques et sur certaines Equations 

diff(5rentielles linäaires. Comptes rendus 89. 
Sur les equations diffärentielles lindaires ä coefficients doublement p^riodiques. 

Comptes rendus 90. 
Sur une classe d'equations diff^rentielles Unfaires. Comptes rendus 90. 
Sur les Equations diff^rentielles lindaires a coefficients doublement päriodiques. 

Crelle, Journal, Band 90. 
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Daneben werde verwiesen auf: 

Mittag -Leffler: Sur les ^quations difF^rentielles lindairea a coefficients doublement 
p^riodiques. Comptes rendus 90. 

Nr. 7. 

In Bezug auf die Lam^'sche Differentialgleichung ist Folgendes zu bemerken: 
Aufgaben aus der Wärmetheorie führten Laniö zu einer Differentialgleichung 

zweiter Ordnung, die unter Benutzung der Bezeichnungsweise der Theorie der 

elliptischen Functionen geschrieben werden kann: 

— ^ = [n{n -\'l)k*sn^u + h]y. {n eine ganze positive Zahl.) 
du 

Die Arbeiten von Lam^ finden sich in mannigfachen Journalen. Wir be- 
gnügen uns damit, drei selbstständige Werke von ihm zu nennen: 

Le90ns sur les fonctions inverses des transcendentes et les surfaces isothermes 

Paris 1867. 
Le9ons sur les coordonnäes curvilignes et leurs diverses applications. Paris 1859. 
Le90ns sur la th^orie analytique de la chaleur. Paris 1861. 

Es gelang Lam^, ein Integral dieser Differentialgleichung zu finden, wenn 
h in geeigneter Weise gewählt wird. 

Liouville und unabhängig von ihm Heine haben für dieselben Werthe 
von h das zweit« Integral bestimmt. Die Arbeiten von Liouville sind betitelt: 

Lettres sur diverses questions d'analyse et de physique math^matique concemant 
FellipsoTde adress^es k M. P. A. Blanchet. Liouville, Journal. Tome XI. 
Solution d'un problfeme relatif ä. TellipsoTde. Comptes rendus 20. 1845. 

Von den Arbeiten von Heine begnügen wir uns damit, eine Arbeit im 
29. Bande des Crelle'schen Journals zu citiren: 

Beitrag zur Theorie der Anziehung und der Wärme, 

und verweisen im Uebrigen auf sein bekanntes Lehrbuch über Kugelf unctionen. 

An diese Arbeiten knüpft Her mite an. Er lässt die bisherigen Beschränk- 
ungen von h fallen und sucht für einen jeden ganzen positiven Werth von n die 
beiden Integrale der Differentialgleichung zu bestimmen. 

Die Arbeiten von Her mite befinden sich in einer Reihe von Bänden der 
Comptes rendus der Pariser Akademie der Wissenschaften, sind dann aber 
zusammengefasst in dem Werke: 

Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Paris 1885. 

Daneben werde auf die Arbeit aufmerksam gemacht: 

Sur Tequation de Lame. Annali di Matematica. Milano. Tomo EX, 

und auf die Vorlesungen, die er im Jahre 1872 an der ficole Polytechnique gehalten 
hat, femer auf die Arbeit: 

Sur rint^gration de l'dquation diff^rentielle de Lama. Crelle 89. In dieser Arbeit 
wird der specielle Fall ^•- = l untersucht. 

In den beiden zuletzt citirten Arbeiten wird eine Darstellung der Integrale 
in der Productform gegeben — in dem vorher citirten Werke in der Summenform. 

Gleichzeitig mit Hermite hat Fuchs sich mit dem Problem der Auflösung 
der Lam^^schen Gleichung beschäftigt, indem er die von ihm aufgestellten Methoden 
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anwandte. Seine Arbeiten, die auch als grundlegende zu bezeichnen sind, sind 
die folgenden: 

Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche algebraische 
Integrale besitzen, und eine neue Anwendung der Invariantentheorie. 
Grelle, Journal, Band 81. 

Extrait d'une lettre adress^e ä M. Hermite. Comptes rendus 85. 

Ueber eine Classe von Differentialgleichungen, welche durch Abel'sche oder elliptische 
Functionen integrirbar sind. Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der 
Wissenschaften. Göttingen 1878. (Siehe auch Annali di matematica (2), IX.) 

Sur les equations diffdrentielles Unfaires qui admettent des integrales dont les 
diffärentielles logarithmiques sont des fonctions doublement p^riodiques. 
Journal de mathämatiques (3), IV. 

Neben den Arbeiten von Hermite und Fuchs sind femer Arbeiten von 
Brioschi hervorzuheben, der sich vielfach mit Differentialgleichungen beschäftigt 
hat, die zu Picard' sehen Gleichungen führen. Wir heben für den Fall der 
Lama 'sehen Gleichung die Arbeiten hervor: 

Sur r^quation de Lama. Comptes rendus 85 und 86. 
Thäor^mes relatifs ä T^quation de Lam^. Comptes rendus 92. 

In dieser Arbeit wird u. A. die Productdarstellung mit der Summendarstellung 
der Integrale verglichen und die Relation zwischen den entsprechenden Argu- 
menten angegeben, die auch bei unseren Untersuchungen näher betrachtet 
worden ist. 
Sur une application du thäor^me d'Abel. Comptes rendus 94. 
Sur Täquation diff^rentielle Lamä-Hermite. Bulletin de llAcad^mie Imperiale 
de St. Petersburg (3), 35. 

Ausserdem werde auf die folgenden Arbeiten aufmerksam gemacht: 

Stenbebo: Den Hermiteska differential-equationen af andra ordningen. Acta 
societatis Fennicae. Helsingfors XVI. 

Gkeenhill: Lame's differential equation. Proceedings ofthe London Math. Society XX. 

Chittenden: A presentation ofthe theory ofHermite's form of Lamö's equation 
with a determination of the explicit forms in terms of the j^-function 
for the case n equal to three. Dissertation. Königsberg -Leipzig 1893. 

In diesen drei Arbeiten wird von den Wei er strass' sehen Functionen Ge- 
brauch gemacht, desgleichen in der Arbeit von 

Klein: Ueber den Hermite' sehen Fall der L am e' sehen Differentialgleichung. 
Mathem. Annalen 40, in welcher eine Untersuchung der Wurzeln der 
algebraischen Gleichung stattfindet, welcher die p- Functionen Genüge 
leisten. (Siehe auch desselben Verfassers autographirte Vorlesungshefte.) 

Femer werde die Arbeit von Pick genannt: 

Ueber die Integration der Lam^' sehen Differentialgleichung. Sitzungsberichte 
der math. naturw. Classe der Akademie zu Wien 1896, in welcher eine 
Anwendung der Methoden der Invariantentheorie gegeben wird. 

Endlich verweisen wir auf die Arbeit von 

Maekoff: Sur lYquation de Lam^. Mathem. Annalen 47, welche sich an die 
citirte Arbeit von Klein anschliesst. 
In den Ausführungen dieses Werkes ist die in der L am ($' sehen Differential- 
gleichung vorkommende Zahl n immer als ganze Zahl angenommen worden, es 
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möge aber hervorgehoben werden, dass sich in der Literatur der Fall eines 
nicht ganzen n mehrfach behandelt findet. Wir nennen die folgenden Arbeiten: 

Bbioschi: Sopra una classe di equazioni differenziali lineari del secondo ordine. 

Annali di Matematica (2), IX. 
Hbrmite: Sur les ^quations diff^rentielles Unfaires du second ordre. Ibidem (2), X. 
Lindemann : On Lam^^s differential equation. Reports of the Meeting of the British 

Association for the advancement of science. London 1883. 
Jamst: Sur un cas particulier de T^quation de Lam^. Comptes rendus 111. 
Bhioschi: Gli integrali algebrici deir equazione di Lam^. Atti della Reale Acc. 

dei Lincei. Rendiconti (5), I,. 

Nr. 8. 

In Bezug auf die Theorie der Picard' sehen DiiFerentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit Ausschluss der L am ^' sehen machen wir ausser auf die Hermite- 
schen Arbeiten auf die folgenden aufmerksam: 

Picard: Sur une application de la thäorie des fonctions elliptiques. Comptes 
rendus 89. 

In dieser Arbeit wird die Differentialgleichung behandelt: 

dx^ ' dnx dx^ ^ ' 

die Ton uns ausführlich untersucht worden ist. 

Auf einen besonderen Fall dieser Gleichung bezieht sich eine Arbeit von 

Gylden: Sur une nouvelle forme des coordonn^es dans le probläme des deux corps. 
Comptes rendus 88. 

Auf dieselbe allgemeine Gleichung bezieht sich eine Arbeit von 

Brbmeb: lieber lineare homogene Differentialgleichungen mit doppeltperiodischen 
Coefficienten. Dissertation. Giessen, in welcher nach Fuchs 'sehen Me- 
thoden auch die L am ^' sehe Differentialgleichung behandelt wird. 

Gylden: Sur une Equation dift'^rentielle lindaire du second ordre Comptes rendus 90. 

Sur quelques ^quations difförentielles Unfaires du second ordre. Ibidem. 

Discussion der Gleichung: 

«< • V a oTlX • CnX f I ■ 1 • ^ 

^ "^ dnx y+ft^^^^y=o- 

Dabbocx: Sur une äquation linäaire. Comptes rendus 94. 
Discussion der Gleichung: 



B = 



De Sparbe: Sur Tdquation: 

^*y 1 /« k^snx .cnx , ^ snxdnx ^ cnxdnx\dy „ 
aar» \^ dnx * cnx * snx Jdx ^ 

dn^x , W^cn^x 



^(w3-»'j)(«, + »8 + l) + -^^^(«,-ri)(n,-[-fi + l) + -5^s^ (»i-»')(Wi + v + l) 



9W 

+ Ä:*« n^Ä (n -f- r -f- v^ -f- r,) (n — v — r^ — r, + 1) + Ä. Acta math. 8. 
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Der Titel ist etwas modificirt. Diese Arbeit, die sich durch grosse All- 
gemeinheit und Eleganz der Methoden auszeichnet, ist in dem vorliegenden Werke 
mehrfach benutzt worden. 

Elliot: Sur une ^quation lin^aire du second ordre ä coefficients doublement 
p^riodiques. Acta math, 2. 

Discussion der Gleichung 

Hierzu kommen einige Arbeiten des Verfassers, die sich in den Berichten 
der Königlich Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften finden. 

lieber die Differentialgleichungen, denen die doppeltperiodischen Functionen 
zweiter Art Genüge leisten 1890; 11, 1890; III, 1890; IV, 1891; V, 1891. 

In diesen Arbeiten werden einige Differentialgleichungen nach einheitlicher 
Methode, wie sie im Vorhergehenden auseinandergesetzt ist, integrirt, und zwar 
unter Zugrundelegung der Productform der Integrale. 

Naktsch: Ueber eine gewisse Classe von homogenen linearen Differentialgleich- 
ungen zweiter Ordnung, die sich durch doppeltperiodische Functionen 
zweiter Art integriren lassen. Ibidem 1893. 

Zur Theorie der homogenen linearen Differentialgleichungen mit doppelt- 
periodischen Coefficienten. Dissertation, Leipzig 1894. 

In diesen Arbeiten werden die Untersuchungen des Verfassers weitergeführt 
und eine allgemeine Methode zur Integration derjenigen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung entwickelt, die in den Coefficienten zwei beliebige singulare 
Stellen besitzen. 

Dasselbe Problem ist auch in dem vorliegenden Werke ^gelöst worden und 
zwar in anderer Weise, als es in den Arbeiten von Na et seh geschieht. 

Naetsch: Untersuchungen über die Reduction und Integration von Picard 'sehen 
Differentialgleichungen. Berichte der Leipziger Gesellschaft der Wissen- 
schaften 1896. 

In dieser Arbeit wird eine allgemeine Methode zur Auflösung der geraden 
Pi Card 'sehen Differentialgleichungen zweiter Ordnung gegeben. 

Brioschi: Sur une classe d'äquations Unfaires. Comptes rendus 91. 

Es möge hier an dieser Stelle, obwohl der Zusammenhang nur ein loser ist, 
auf eine Arbeit von Gegenbauer hingewiesen werden: 

Ueber die doppeltperiodischen Functionen zweiter Art. Sitzungsberichte der Aka- 
demie zu Wien 1882. Math, naturw. Classe 86. II. 

Diese Arbeit knüpft an die bei Gelegenheit der L am ^ 'sehen Gleichung 
citirte Arbeit von Brioschi, Comptes rendus 92 an und verallgemeinert die dort 
gegebene Beziehung für eine beliebige doppeltperiodische Function zweiter Art. 

Endlich möge nochmals auf die schon citirte Arbeit von Fuchs aufmerksam 
gemacht werden: 

Sur les äquations differ^ntielles lineaires qui admettent des integrales dont les 
diff^rentielles logarithmiques sont des fonctions doublement p^riodiques. 
Journal de Math^matiques. (3) 4, 

in welcher die Theorie der Picard 'sehen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
ganz allgemein behandelt wird. Bei der grossen Einfachheit und fundamentalen 
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Wichtigkeit der Fuchs'achen Unteraiichungen mögen dieselben kurz charakterisirt 

werden. 

Die in Betracht kommenden Differentialgleichungen müssen jedenfalls die 

Form haben: 

d^ti , du , 

wobei in der Umgebung eines singulären Punktes a die Entwickeluugen statt- 
finden : 

P ff 

in denen a, p, ß' Constanten bedeuten und q^ und q^ sich nach ganzen Potenzen 
von {x — a) entwickeln lassen. Hieraus folgt die Darstellung (m Fuchs 'scher 
Bezeichnungsweise) : 

Pi = y +^ ^'" -^^ ^^9 ^^-^ ~ ^"») 

Setzt man demgemäss: 

wobei V den Werth: ^ ^ 

V — e * 
hat, so leistet y der Differentialgleichung zweiter Ordnung Genüge; 

d'y 

dx' 
wobei gesetzt ist: . /? 



.t=Py^ 



^-4^1 +2 dx ^'' 



Offenbar kann diese Form den weiteren Betrachtungen als Normalform zu 
Grunde gelegt werden. Wir fragen , welches die hinreichenden und nothwendigen 
Bedingungen dafür sind, dass diese Gleichung ein Integral besitzt, welches eine 
gewöhnliche doppeltperiodische Function ist, sich also schreiben lässt: 



F{x) = c'^* + ^' rjHix - as )'*', 



wobei die Grössen r, positive und negative ganze Zahlen sein können. In der 
Umgebung des Punktes am gilt die Entwickelung : 

S-\'^r,I)xlogH{x-a.) = ^^^P—-{-^ U . Dxlog H((irn- a.,) + 6 + (p{x), 

wobei ^ sich über alle a«mit Ausnahme von am erstreckt und qp(.r) holomorph 

in der Umgebung von x = am ist und für x = am Null wird. 
Setzt man daher: 

Rm =^. ^'s • I^i ^og H{ani — «0 + '^^ 
so folgt in der Umgebung von x = am: 

wobei ^ holomorph in der Umgebung von am ist. 
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Hieraus folgt: 

[Dx logF(x)y=^ s + V[2r, . Ä . i>, logH{x - a,) - r|Dj hgH(x - a )]. 
Nun ist aber: 

^^D'F{x) = Bl logF{x) + lJ^,logF{x)y 

= € +^[2n .Bs.Dx log H{x - aj + (r, - r.*) DJ Zo^f JICt - a,)] 

mithin folgt das Resultat: 

Die gesuchten Bedingungen lauten: Es muss P sich in die Form bringen 
lassen : 

P= B + ^Äm . Dx log H(x - a,) + Bs . Dl logH{x-a^, 
wobei die Beziehungen stattfinden: 

As = 2ra. 12„ Bs=^u — r J (n eine ganze Zahl). 
Man hat dann: 

F(x) = e^* + *^' TJ H{x - a,)''. jy H{x - a'a) , 

wobei das Zeichen I I sich über alle Werthe afa erstreckt, für welche die 

Function F(x) Null wird und für welche r<i = l, Eo = 0, Aa = 0, Ba=-0 ist. Für 
diese Werthe wird P nicht unendlich. Nennt man ihre Zahl k, so wird: 

wobei die Grössen r zu Werthen a gehören, für welche P unendlich gross wird. 
Ist das Problem aber für ein Integral gelöst, so ist es für zwei auch unmittelbar 
der Fall und zwar vermöge der Beziehung: 

dx 



fdx 



wie nicht näher ausgeführt werden soll. 

Bei unseren Betrachtungen ist eine andere Normalform als die von Fuchs 
betrachtete zu Grunde gelegt worden, da Gewicht darauf gelegt ist, dass die 
Integrale nur einen Unendlichkeitspunkt besitzen und dieselbe analytische Form 
beibehalten. 

Nr. 9. 

In Bezug auf Picard'sche Differentialgleichungen dritter und höherer Ord- 
nung verweisen wir auf die Arbeiten: 

Brioschi: Sur quelques ^quations diff^rentielles lin^aires. Comptes rendus 91. 
Mittag -Leffleb: Om Integrationen af de Hermite^ska differentialequationema 

af tredje och fjerde ordningen etc. Helsingfors. Acta societatis 

Fennicae Xu. 
Ueber die Integration der He rmite 'sehen Differentialgleichungen der dritten 

und vierten Ordnung, bei denen die Unendlichkeitsstellen der Integrale 

von der ersten Ordnung sind. Annali di Matematica (2), XI. 
Brioschi: Sulla classe di equazioni differenziali lineari considerate nella prece- 

dente Memoria del sig. Mittag -Leff 1er. Ibidem. 
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Ctoursat: Sur Tintägration de quelques ^quations Unfaires au moyen de fonctions 

doublement p^riodiques. Bulletin de la Soci^t^ Math, de France XU. 
Sur une ^quation linäaire. Comptes rendus 98. 

In den beiden letzten Arbeiten wird eine Beziehung zwischen unseren Theorien 
und der bekannten Briot-Bouquet' sehen Theorie der Differentialgleichungen 
erster Ordnung hergestellt. 

BiGiAYi: Sopra una classe di equazioni differenziali lineari a coefßcienti doppia- 
mente periodici. Annali della Reale Scuola N. S. di Pisa. VI. 

Krause: Ueber die Differentialgleichungen, denen die doppeltperiodischen Func- 
tionen zweiter Art Genüge leisten. VI. Berichte der Königlich Sächsischen 
Gresellschaft der Wissenschaften 1891. 

Jahnke: Die Differentialbeziehungen fiir die eindeutigen doppeltperiodischen 
Functionen zweiter bezw. dritter Art. Grelle Journal 112. 

In dieser weitreichenden Arbeit werden u. a. Methoden zur Aufstellung all- 
gemeiner Differentialgleichungen gegeben, denen doppeltperiodische Functionen 
zweiter Art Genüge leisten. 

Nr. 10. 

Die Theorie der speciellen Integralformen der Picard 'sehen Differential- 
gleichungen ist in dem vorliegenden Werke nur kurz behandelt worden. Es ge- 
schieht das, weil man hierbei theilweise zu Theorien gelangt, die aus dem 
Rahmen der eigentlichen doppeltperiodischen Functionen heraustreten. Es bezieht 
sich das vor allem auf die L am ^ 'sehe Differentialgleichung, über welche im 
speciellen Falle eine grössere Literatur vorhanden ist, die aber zu der Theorie der 
Kugel- und verwandter Functionen gezählt werden muss. Unter solchen Umständen 
beschränken wir uns auch bei der Literaturangabe auf diejenigen Arbeiten, die 
sich an die Theorie der doppeltperiodischen Functionen anschliessen. 

Schon in den Picard 'sehen Arbeiten ist bemerkt, dass, wenn die Integrale 
einer linearen homogenen Differentialgleichung mit doppeltperiodischen Coefficienten 
sämmtUch eindeutig sind, sie deshalb nicht sämmtlich doppeltperiodisch zu sein 
brauchen. Daneben machte Mittag-Leffler auf einen besonderen Fall, der bei 
den Integralen eintreten kann, aufmerksam. Es geschieht das in der Arbeit: 

Sur les fonctions doublement p^riodiques de seconde espece. Comptes rendus 90. 

In besonders eingehender Weise hat sich Floque't mit der Form der Inte- 
grale der Picard 'sehen Differentialgleichungen beschäftigt. Wir nennen die 
folgenden Arbeiten: 

Sur les equations diff^rentielles lin^aires ä coefficients p^riodiques. Comptes ren- 
dus 91. Annales de l'ficole normale (2), XU. 

Sur les Equations diff^rentielles Unfaires ä, coefficients doublement päriodiques. 
Comptes rendus 98. Annales de l'^cole normale (3), I. 

Auf dieselben Theorien beziehen sich die Arbeiten von Stenberg: 

Ueber die allgemeine Form der eindeutigen Integrale der linearen homogenen 
Differentialgleichungen mit doppeltperiodischen Coefficienten. Acta 
mathematica XV. 

Zur Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen mit doppeltperio- 
dischen Coefficienten. Acta societatis Scientiarum Fennicae XIX Nr. 11. 
Helsingfors. 

Krause, Doppeltperiodische Functionen. II. 20 
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Daneben verweisen wir auf das Lehrbuch von Halphen und die specielleren 
Arbeiten von: 

Stenberu: Sur un cas special de l'equation diff^rentielle de Lame. Acta mathe- 
matica X. 

Krause: üeber die Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Coefficienten 
doppeltperiodische Functionen sind I, II 1892. Berichte der Königlich 
Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig. 



Bemerkungen znm ersten Bande. 

Bei der Angabe der wichtigsten Lehrbücher und Formelsammlungen ist zu 
bemerken, dass die Vorlesungen von Klein über elliptische Modulfunctionen von 
Fr icke herausgegeben sind. Bei der Literaturangabe Nr. 3 (§§ 12—15) werde 
noch eine Arbeit von Pincherle hinzugefügt, auf welche mich der Herr Ver- 
fasser aufmerksam machte: 

Hicerche sopra una classe importante di funzioni monodrome. Giornale di Mate- 
matiche . . . pubbl. per cura del Prof. G. Battaglini 18 aus dem Jahre 1879, 

in welcher sich schon die wichtigsten Sätze über multiplicatorisch periodische 
Functionen finden. 

Sodann verdanke ich der Liebenswürdigkeit des Herrn Stack el die folgen- 
den Bemerkungen: 

Seite 2: Zeile 12 v. u. fallen die Worte „oder gleich" fort. 

Seit« H: Zeile 9 v. u. Nach dem Worte „zusammenfallen"' ist einzuschieben: 
„für die von uns später in Betracht zu ziehenden Functionen". 

In der allgemeinen Form ist die Bemerkung unrichtig, wie aus dem 
mir von Herrn Stäckel mitgetheilten Beispiel hervorgeht: 

^ 2« * 

(Siehe auch dessen Arbeit im 112. Bande des Crelle'schen Journals.) Bei diesem 
Beispiel findet für alle Punkte auf dem Convergenzkreis Convergenz statt. 

Seite 39: Zeile 2 v. u. dürfte nach dem Worte „sind" besser gesagt werden : „Hat 
dann /"(.r) im Punkte x einen endlichen bestimmten Werth, so ist: 

f{xpr)=f(x), 

folglich ist f{x) für |j;|=a constant, also überhaupt constant". 

Bei der Literaturangabe Nr. 6 (§ 17) möge noch auf den entsprechenden 
Beweis im ersten Bande des Tannery-Molk'schen Werkes über elliptische 
Functionen und im zweiten Bande des Jordanischen Werkes „Cours d'analyse" 
verwiesen werden. 

Bei der Literaturangabe Nr. 8 (§§23 —26) ist noch auf eine Arbeit von 
Gutzmer aus dem Jahre 1892 im 110. Bande des Crelle'schen Journals auftnerk- 
Ham zu machen: 

„Bemerkungen über die Jacobi'sche Thetaformel." 

In dieser Arbeit wird in einfacher Weise ein specielles Additionstheorem 
hergeleitet. 
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